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Resumo. Este trabalho apresenta condi¢des necessarias de otimalidade e uma nova condi¢ao sufici-
ente de otimalidade. As condi¢des neccesdrias sdo apresentadas na forma do celebrado Principio do
Miximo de Pontryagin. Na nova condicdo suficiente, todos os processos que satisfazem o Principio
do Maximo com tempos finais livres sdo 6timos e, reciprocamente, os problemas de controle 6timo
com tempos finais livres nos quais todo PM-processo” é 6timo necessariamente satisfazem nossa
nova condi¢@o de otimalidade.

Palavras-chave. Principio do Maximo, Tempo final livre, Convexidade generalizada.

1 Introducao

Uma estratégia para o controle de um satélite orbitando é o controle bang-bang, com base na
eliminacdo do desvio da orienta¢do do satélite de seu valor nominal em tempo livre. Os problemas
de controle 6timo associados com evasdo ou persegui¢do, escapar ou pegar no menor tempo o
mais rdpido possivel sdo usualmente problemas de tempo livre. Assim encontrar condicdes de
otimalidade para problemas de controle com tempos finais livres € bastante importante.

2 O Principio do Maximo

Muitas condig¢des necessdrias de otimalidade de primeira ordem sao derivadas em [5]. O
Principio do Méaximo € de nosso interés nio s6 porque foi a primeira condi¢do necesséria de otima-
lidade desenvolvida de maneira satisfatoria com restri¢des tipicamente encontradas em otimizacao
dindmica, mas também pelo papel importante que ele desenvolve na derivagao de outras. A versio
mais geral do Principio do Médximo aplica-se aos problemas de controle 6timo com restrigdes
gerais nos pontos finais e restricdes dindmicas expressas em termos de uma equacdo diferencial
“nao-suave” parametrizada por uma variavel de controle. Assim podemos considerar o problema
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’Dizemos que ([S, T], T, @) é um PM-processo do (PCTL), quando existem X, p e r satisfazendo (i) — (v) do
Teorema 3.1 (ver mais abaixo).
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de controle 6timo:

Minimizar g(z(S), z(T))
s.a. arcosz € WHL([S, T]; R™) e fungdes mensurdveis u : [S, T] — R™ satisfazendo
(P) § (1) = f(t,z(t), u(t)) paraq.t.t € [S, T,
u(t) € U(t)paraq.t.t € [S,T]e,
((2(5),2(T)) € C,

onde g : R" x R" — Re f: [5,7] x R" x R™ — R" sao fungdes, U : [S,T] ~» R™ é uma
multifuncdo ndo-vazia e, C' C R™ x R™ € um conjunto fechado.

Definicao 2.1. 1. Um processo admissivel (x,u) estd formado por uma fun¢éo de controle
uw e um arco x € WHL([S,T];R") o qual é uma solugio a equagio diferencial tal que

(x(S),z(T)) € C.
2. (Z,u) é um minimizador global em W %! se
9(z(8),2(T)) < g(=(S),=(T))
para todo processo admissivel (x, u).
u) é
T)

3. Um processo admissivel (z

9(#(3), £(T)) < g(x(8), (T

é um minimizador local em W' se existe § > 0 tal que
) para todo processo admissivel (z, u) que satisfaz

Hx — J_SHWl,l < 4.

Notacgao: Denote por H : [S, T] xR xR"xR™ — R a fungdo Hamiltoniana ndo-maximizada
para (P), definida por H (¢, z,p,u) =p- f(t,x,u).

Teorema 2.1. (O Principio do Mdximo) Seja (T, 1) um minimizador local em W' para (P).
Suponha que para algum § > 0 as seguintes hipoteses sdo satisfeitas.

(HI) g é localmente Lipschitz continua;

(H2) Para x fixo, f(-,x,-) é L x B™ mensurdvel e existe uma fungcdo L x B"™ mensurdvel k :
[S,T] x R™ — R ral que t — k(t, u(t)) € integrdvel e, para q.t. t € [S,T),

[f(t2,u) = f(t.2',0)] <kt u)le — 2’|V, 2 € 2(1) + 0B e, u € U(1);

(H3) GrU é um conjunto L X B™ mensurdvel.

Entdo existem p € WLL([S, T]; R™) e A > 0 tais que
(i) (p,A) # (0,0);
(i) —p(t) € co D H(¢,Z(t), p(t), u(t)) g.5.;

3 B denota a bola unitdria em R™.
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(iii) (p(S), —p(T)) € A0g(z(S),Z(T)) + Ne(z(S), (T));

(iv) M (.3 (), p(), 8(t)) = max,ev ) HE, 2(0), p(t), u) g5

Agora se f(t,x,u) e U(t) sdo independentes de t. Entdo, além das condi¢des da acima,
existe uma constante v tal que

(v) H(t7 Zi‘(t),p(t), ﬂ(t)) =rgq.s.
Observacao 2.1. 0 denota o subdiferencial limite e N o cone normal limite.

Demonstracdo. Ver [5]. O

3 Condic¢oes Necessarias para problemas de controle 6timo com tem-
pos finais livres

Pode-se encontrar condi¢des necessdrias para problemas de controle 6timo para tempos fi-
nais livres (ver [5]) onde a restri¢do dindmica é expressa como uma inclusdo diferencidvel. Uma
andlise similar fornece condi¢Ges necessdrias para problemas com tempos finais livres, na forma
de um principio do maximo, quando as dindmicas sdo modeladas, por uma equacgao diferencial
dependente do controle:

Minimizar g(S, z(S), T, z(T))

s.a intervalos [S, T'], arcos x € W1 ([S, T]; R™) e fungdes mensurdveis u : [S,T] — R™t.q.
(PCTL) S &(t) = f(t,z(t),u(t)) paraq.t.t € [S,T],

u(t) € U(t)paraq.t.t € [S,T]e,

(S,z(9),T,2(T)) € C,

onde g : R+ 5 Re f: [S,T] x R® x R™ — R" sdo fungdes dadas, U : R ~» R™ ¢
uma multifun¢io ndo-vazia e, C C R*"+147 & ym conjunto fechado, isto para enfatizar que os
pontos finais do intervalo de tempo [S, T'] sdo agora varidveis de eleicao.

Observacao 3.1. Derivamos condigcdes que sdo satisfeitas ndo simplesmente por minimizadores
para (PCTL) mas por minimizadores locais W''. Para clarificar exatamente que se entende
por um “minimizador local W', em circunstancias quando o intervalo de tempo [S, T é uma
varidvel de eleicdo é iitil e é aderido a:

Identificar uma fun¢do = : [S,T] — R™ com sua extensdo d toda a reta por meio de uma
extrapolagdo constante de valores finais a esquerda e direita. Por exemplo, dado y € R" e
t > T, entdo |y — x(t)| := |y — 2(T)|. Neste sentido, dado x € W'([S,T];R") e 2’ €
WLL([S', T']; R™), definimos:

Iz =2l = llwe — 2C]|Lo,

onde x. !, sdo as extensdes definidas acima.
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Definicdo 3.1. 1. Um processo admissivel é uma a tripla ([S, 7], z, u) onde [S, T'| é um inter-
valo, x é um elemento em WHL([S, T]; R™) e, u é uma fungio em [S, T mensurével que

|
toma valores em R satisfazendo, paraq.t. t € [S,T], z(t) = f(t,z(t),u(t)), u(t) € U(t)
e (S,z(9),T,2(T)) € C.

Um processo ([S, T, z, u) admissivel que satisfaz as restrigdes de (PCTL) é dito a ser um
minimizador local em Wt se existe &' > 0tal que g(S,z(S), T, 2(T)) < g(S,x(9), T, z(T))
para todo processo admissivel ([S,T], z,u) e também tal que d(([S,T], ), ([S,T],z)) <
¢’, onde d(-) é a métrica:

™vT'

d(([8,T),2), (5", T"],2")) = \5—5’|+|T—T’\+\f€(5)—w’(5’)\+/SAS/ e (s) = (s)]ds.

Teorema 3.1. (O Principio do Mdximo com tempos finais livres) Seja (S, T), %, u) um minimi-
zador local em W' para (PCTL). Suponha que

(HI) g é localmente Lipschitz continua;

(H2) Para z fixo, f(-,,-) é L x B™ mensurdvel e existem § > 0 e uma fungdo k : [S, T] x R™ —
R tais que t — k(t,u(t)) é integrdvel e, para q.t. t € [S,T),

If(" 2" u)— f(, 2 u)| < k(t,alt)|t”,2")—#, 2V, 2"), ', 2) e (t,7) + 0B,
para q.t. t € [S,T);

(H3) U(t) = UVt € R para algum conjunto de Borel U C R™.

Entdo existem p € WH([S, T);R™), r € WHI([S, T];R) e A > 0 tais que
(i) (p,A) # (0,0);
(i) (7(t), —p(t)) € coOr . H(t, Z(t),p(t), u(t)) para q.t. t € [S,T);
(iii) (=1 (S),p(S),r(T), —p(T)) € A0g(S,2(S), T, 2(T)) + N (S, 2(S), T, 2(T));
(iv) H(t,z(t),p(t), u(t)) = maxyey H(t, Z(t),p(t),u) para q.t. t € [S,T);
(v) H(t,z(t),p(t),a(t)) = r(t) para q.t. t € [S,T).

Demonstracao. Ver [5]. O

4 Condic¢oes Suficientes para problemas de controle 6timo com tem-
pos finais livres

Nesta secdo, uma nocio de convexidade generalizada, a invexidade, vai ajudar a encontrar
uma condicao suficiente de otimalidade.
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Defini¢do 4.1. Dado (t,z,u) € [S,T] x R" x R™ e a € (0, 1) definimos A, f(t,z,u) : R™ —

R™ como:
ftz,u+af) — f(t,z,u)
o

Ao f(t, 2, u)(§) =

Definicdo 4.2. Se g e f(t,-,u) sdo C!, dizemos que o (PCTL) é PM-pseudoinvexo livre se para
cada par de processos admissiveis ([S, T, x,u), ([S, T], %, %) do (PCTL) tais que

9(8,2(8), T, 2(T)) < g(5,2(S5),T,z(T))

existem ) = (n1,72) : R" x R" - R" e { = (£1,&2) : R™ x R™ — R™ satisfazendo

1(t)
o(t) = ft ( ), u(®)m(t) + fo(t, Z(t), u(t))n2(t) (D)
Ao f(t,2(t),u(t))(61(t) + &) f(t,2(1), ut) + i (1))
paraq.tt € |
(nl(g)v772(5)7771(T)7772(T)) € TC(Svf(‘g%T?j(T))’ ()
(a(t) + a1(t), 1 + aéa(t)) € U(t) x [0.5,1.5] paraq.t.t € [S,T], (3)
Vg(S‘,j(S‘),T,:i(T)) : (n1(§)7772(‘§)7771(T)777 (T)) < 0 (4)
Vae (0,1).

Observacio 4.1. Esta definigdo foi inspirada por [2].
Observacio 4.2. T¢ denota o cone tangente de Clarke ao conjunto C no ponto (S,%(S), T, z(T)).

Lema 4.1. Sejam ()\,q) € {0,1} x WHY([S,T];R") e a € (0,1) quaisquer. Seja (Z,u) um
processo admissivel do (PCT L) satisfazendo

q(t) - Ao f(t,Z(t), a(t))(v) < Oparag.t.t € [S,T],
para todo v € R™ tal que u(t) + av € U(t) para q.t. t € [S,T). Entdo, para q.t. t € [S,T),

H(t2(1), (), ult)) = max H(t,2(t), (t), w).

Demonstracdo. Ver [3]. O

Teorema 4.1. Sejam g e f(t,-,u) € Ct. (PCTL) é PM-pseudoinvexo livre entdo todo PM-
processo normal é um processo 6timo.

Demonstracio. Seja ([S, T}, z, i) um PM-processo, em particular normal, qualquer do (PCTL)
e suponhamos que existe um proceso admissivel ([S,T],z,u) tal que g(S,z(S),T,z(T)) <
g(S,z(S),T,2(T)). Como ([S,T),z,u) é um PM-processo normal, existem p,r e um escalar
A = 1 satisfazendo (i) — (v). Como o (PCTL) satisfaz a Defini¢éo 4.2, temos a existéncia de
n, & satisfazendo (1) — (4) o qual vai para um absurdo.

O
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Teorema 4.2. Sejam g e f(t,-,u) € CL. Todo PM-processo é um processo étimo entdo (PCTL)
é PM-pseudoinvexo livre.

Demonstragio. Procedamos por contradi¢do, suponhamos que existem um par de processos ad-
missiveis ([S,T], z,w), ([S,T],Z,u) do (PCTL) satisfazendo

9(8,2(5),T,=(T)) < g(S,z(S), T, z(T)) (*%)

e um escalar a € (0, 1) tais que para qualquer par (7, ) temos que

m(t) = &(1),
ne(t) = filt, z(t), u(t))m(t) + fa(t, Z(t), u(t))na(t)
+Aa f(t,2(t), ut))(&1()) + Ea(t) f(,2(2), u(t) + abi(t))

paraq.tt € [S,T],

(m(S8),m2(S), m(T),n2(T)) € Te(S,%(S), T, z(T)),
(w(t) + a&1(t), 1+ aa(t)) € U(t) x [0.5,1.5] paraq.t.t € [S,T]
c
Vy(S,z(S),T,z(T)) - (m(S), n2(S), m(T),m2(T)) > 0. (¥4%)

Agora consideremos o problema de controle auxiliar

(Minimizar ¢ (11 (S), n2(S5), 3(T), ma(T)) = (172,73, 74) - (11(5),12(S), 115(T), ma(T))
s.a.
(7(8),72(2)) = (&2(2), fi(t, Z(8), u(t))m (t) + falt, 2(2), ult))n
(PC.A) A F (1 7(0),5(0)) (E (1) + E 0 (1, 7(0), a(t
paraqt tel[S,T],
(3),m(3)) € K 1= To(3, 7
( ) (£1(t), &2(1)) € Va(2) X

2
) + ag1(t)))

onde Vi(t) := {& : u(t) + a&y € U()}, Va(t) == {&2 : 1+ a&y € [0.5,1.5]} e (v1,72,73,74) =
Vg(S,z(S),T,z(T)) paraq.t. t € [S,T]. Claramente (7, €) = (0,0) é um processo admissivel

do (PCA) com ¢(71(S),72(S), 73(T),74(T)) = 0 e, (7,€) é um processo 6timo do (PCA),

pois se ndo existirfa um processo admissivel (1,&) do (PCA) tal que Vg(S,z(S),T,z(T)) -
(m(8),m2(8), m(T),n2(T)) < 0, o qual contradiz (x * *). Logo pelo Teorema 1.1, existem

A, p2, —p1 tais que ([S, ['],%, 1) é um PM-processo e, pela hipétese ([S,T], Z, i) é um processo
6timo, i.e., (S, z(S), T E(T)) < g(S,z(S), T, z(T)) para cada processo admlssivel (S, z(S), T, z(T)),
o qual contradiz (). O]
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5 Conclusoes

Apresentamos condic¢des necessdrias e suficientes de otimalidade para problemas de controle
com tempos finais livres desde o estudo do Principio do Méaximo e a PM-pseudoinvexidade num
contexto livre, porém h4 ainda muito trabalho por fazer.

Como trabalhos futuros, pode-se apresentar uma definicio da PM-pseudoinvexidade livre
com multiplicadores, para assim aplicar a problemas com um termo integral na fun¢do de custo.
Também, seria atraente, obter condi¢des suficientes de otimalidade para problemas de controle
multiobjetivo com multiprocessos e tudo isso num contexto com tempo livre. Finalmente, pode-se
obter condi¢des necessdrias e suficientes de segunda ordem para problemas de controle 6timo. As
condicdes necessarias poderiam ser obtidas aplicando-se a generalizacdo do formalismo de A. Ya.
Dubovitskii e A. A. Milyutin (ver [1]) e as condigdes suficientes poderiam ser obtidas por meio das
condi¢des de convexidade generalizada de segunda ordem como fez Ivanov em [4] para problemas
de programac¢do matemadtica em dimensao finita.
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