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Resumo. O propósito deste trabalho é propor condições suficientes de otimalidade para
problemas de controle ótimo com condições de contorno funcionais envolvendo funções con-
tinuamente diferenciáveis, considerando a classe dos problemas MP − pseudo − invexos.
Um exemplo ilustrando os resultados obtidos é apresentado.
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1 Introdução

O principal objetivo deste trabalho é fornecer condições suficientes de otimalidade para
problemas de controle ótimo com condições de contorno funcionais. Condições necessárias
de otimalidade para problemas de controle ótimo são encontradas no Prinćıpio Máximo de
Pontryagin [6]. Este prinćıpio envolve um conjunto de condições de primeira ordem que
levam à caracterização dos candidatos a processos de controle ótimo, os chamados MP −
processos. Naturalmente, um MP − processo pode não ser ótimo. A fim de distinguir
um processo de minimização entre os MP − processos, podemos recorrer, por exemplo,
às condições de convexidade. As condições suficientes fornecidas neste trabalho vão nessa
direção, são baseadas em um tipo de convexidade generalizada, chamado invexidade.

Algumas aplicações interessantes de invexidade podem ser encontradas em [2] e [5].

Considere o seguinte problema de controle ótimo com restrições de contorno funcionais:
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(PCF )



Minimizar g(x(S), x(T ))
Sujeito a
ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) q.s.,
u(t) ∈ U(t) q.s.,
ϕi(x(S), x(T )) ≤ 0 para i = 1, 2, ..., k1,
ψj(x(S), x(T )) = 0 para j = 1, 2, ..., k2,

onde g : Rn × Rn → R, f : [S, T ] × Rn × Rm → Rn, ϕi : Rn × Rn → R, i = 1, 2, ..., k1, e
ψj : Rn × Rn → R, j = 1, 2, ..., k2, U : [S, T ] ⇒ Rm é uma multifunção. Os tempos S e T
são fixados. A variável de estado x é uma função absolutamente cont́ınua de [S, T ] em Rn

e a variável de controle u é uma função mensurável de [S, T ] em Rm.
Diz-se que (x, u) é um processo de controle fact́ıvel se as restrições de (PCF) são

satisfeitas. Um processo de controle fact́ıvel (x̄, ū) é dito ser um processo de controle
ótimo se g(x̄(S), x̄(T )) ≤ g(x(S), x(T )) para todos processos fact́ıveis (x, u).

Em [3], [4] foi introduzida a classe de problemasMP −pseudo−invexos. Foi mostrado
que em um problema MP − pseudo− invexo, todo MP − processo é um processo ótimo.
Ademais, foi mostrado que se tal propiedade é verdadeira, isto é, se todo MP-processo de
um determinado problema é um processo ótimo, então tal problema é (necessariamente)
um problema MP − pseudo − invexo. Tais resultados foram obtidos para problemas de
controle com condições de contorno do tipo abstratos, i.e., do tipo (x(S), x(T )) ∈ C, onde
C é um conjunto fechado de Rn × Rn. Aqui, como pode ser visto acima, é tratado o
caso em que C é descrito por meio de restrições funcionais. Destacamos que o conceito
de MP − pseudo− invexidade mantém as boas propriedades de convexidade, no sentido
que as condições necessárias do prinćıpio do máximo tornam-se também suficientes para
otimalidade (como no caso de problemas convexos). Vale destacar ainda que todo problema
convexo é tambémMP−pseudo−invexo. Ao final deste trabalho exibimos um exemplo de
problemaMP−pseudo−invexo que não é convexo. Assim, vê-se que a classe de problemas
convexos está contida propriamente na classe de problemas MP − pseudo − invexos.
Além disso, a MP − pseudo − invexidade é a condição mais geral posśıvel que mantém
a propriedade de suficiência do prinćıpio do máximo, uma vez que mostramos que um
problema de controle ótimo éMP−pseudo−invexo se, e somente se, todoMP−processo
é um processo ótimo.

2 O Prinćıpio do Máximo

Nesta seção vamos introduzir o Prinćıpio do Máximo para problemas de controle ótimo
com restrições de contorno funcionais.

Denota-se por H : [S, T ]× Rn × Rn × Rm → R a função Hamiltoniana maximizada

H(t, x, p, u) := p · f(t, x, u).

Seja (x̄, ū) um processo de controle ótimo, com as seguintes hipóteses:

(H1) Para x fixo, f(·, x, ·) é L × Bm mensurável. Existe uma função L × B mensurável
k : [S, T ] × Rm → R, tal que t → k(t, ū(t)) é integrável para q.t. t ∈ [S, T ], satisfa-
zendo
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|f(t, x, u)− f(t, x′, u)| ≤ k(t, u)|x− x′| ∀x, x′ ∈ x̄+ δB e u ∈ U(t);

(H2) Gr(U) é um conjunto L×Bm mensurável;

(H3) g, ϕ1, ..., ϕk1 , ψ1, ..., ψk2 são continuamente diferenciáveis;

(H4) Para cada (t, u) ∈ [S, T ]× Rm, f(t, ·, u) é continuamente diferenciável.

O Prinćıpio do Máximo para (PCF ) considerando-se as hipóteses acima, diz que exis-
tem p ∈ W 1,1, λ ≥ 0, e αi ≥ 0 para i = 1, 2, ..., k1, e números βj para j = 1, 2, ..., k2, tais
que:

− ṗ(t) = Hx(t, x̄(t), p(t), ū(t)) q.s., (1)

H(t, x̄(t), p(t), ū(t)) = max
u∈U(t)

H(t, x̄(t), p(t), u) q.s., (2)

(p(S),−p(T )) = λ∇g(x̄(S), x̄(T )) +
k1∑
i=1

αi∇ϕi(x̄(S), x̄(T )) +
k2∑
j=1

βj∇ψj(x̄(S), x̄(T )), (3)

λ+ ∥p∥L∞ +

k1∑
i=1

αi +

k2∑
j=1

|βj | ̸= 0. (4)

Quando existem λ, p, αi, i = 1, . . . , k1, βj , j = 1, . . . , k2, satisfazendo as condições
acima diz-se que (x̄, ū) é um MP − processo de (PCF ). Se λ = 1, diz-se que (x̄, ū) é
um MP − processo normal e (PCF ) diz-se ser normal em (x̄, ū). diz-se que (PCF ) é
normal, se é normal em qualquer MP − processo (x̄, ū), caso contrário é anormal.

Maiores detalhes sobre o Prinćıpio do Máximo aplicado a problemas de controle ótimo
com restrições de contorno funcionais, incluindo sua demonstração, podem ser encontrados
em [5]

3 Condições Suficientes de Otimalidade

Nesta seção daremos a definição de MP − pseudo − invexidade para problemas de
controle ótimo com condições de contorno funcionais. Inclúımos também um exemplo
ilustrativo.

Definição 3.1. Sejam (x̄, ū) um processo fact́ıvel de (PCF ) e α ∈ (0, 1) um escalar.
Define-se o conjunto das “direções α-fact́ıveis” como sendo o conjunto de todos os pares
(η, ξ) : [S, T ] → Rn × Rm tais que

η̇(t) = fx(t, x(t), u(t)) · η(t) + ∆αf(t, x(t), u(t))(ξ(t)) q.s., (5)

(η(S), η(T )) ∈ Q(x̄(S), x̄(T )), (6)

u(t) + αξ(t) ∈ U(t) q.s., (7)
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onde

∆αf(t, x, u)(ξ) :=
f(t, x, u+ αξ)− f(t, x, u)

α
,

Q(x̄(S), x̄(T )) = {v : ∇ϕi(x̄(S), x̄(T )) · v ≤ 0, i ∈ I(x̄),∇ψi(x̄(S), x̄(T )) · v = 0, j ∈ J},
I(x̄) := {i ∈ I : ϕi(x̄(S), x̄(T )) = 0}, I := {1, . . . , k1}, J := {1, . . . , k2}.

Denota-se por Fα(x̄, ū) o conjunto de todas as “direções α-fact́ıveis”.

Agora podemos definir aMP −pseudo−invexidade em termos de direções α-fact́ıveis.

Definição 3.2. Diz-se que (PCF ) é MP − pseudo − invexo se dado um par de proces-
sos fact́ıveis (x, u), (x̄, ū) com g(x(S), x(T )) < g(x̄(S), x̄(T )), existem (η, ξ) ∈ Fα(x̄, ū)
satisfazendo

∇g(x̄(S), x̄(T )) · (η(S), η(T )) < 0 (8)

para todo α ∈ (0, 1).

Teorema 3.1. Se (PCF ) é MP − pseudo− invexo, então cada MP − processo normal
é um processo ótimo.

Demonstração. Seja (x̄, ū) um MP − processo normal. Por (1) e (3) tem-se que

−(p(S),−p(T )) · (η(S), η(T ))−
T∫

S

ṗ(t) · η(t)dt−
T∫

S

Hx(t, x(t), p(t), u(t)) · η(t))dt

+

[
∇g(x̄(S), x̄(T )) +

k1∑
i=1

αi∇ϕi(x̄(S), x̄(T )) +
k2∑
i=1

βi∇ψi(x̄(S), x̄(T ))

]
· (η(S), η(T )) = 0,

de modo que

(p(S),−p(T )) · (η(S), η(T )) +
T∫

S

ṗ(t) · η(t)dt+
T∫

S

Hx(t, x(t), p(t), u(t)) · η(t)dt

−
[

k1∑
i=1

αi∇ϕi(x̄(S), x̄(T )) +
k2∑
i=1

βi∇ψi(x̄(S), x̄(T ))

]
· (η(S), η(T ))

= ∇g(x̄(S), x̄(T )) · (η(S), η(T )).

Suponha que existe um processo fact́ıvel (x, u) de (PCF ) tal que g(x(S), x(T )) < g(x̄(S), x̄(T )).
Por (8) e da igualdade acima tem-se que

(p(S),−p(T )) · (η(S), η(T )) +
T∫

S

ṗ(t) · η(t)dt+
T∫

S

Hx(t, x(t), p(t), u(t)) · η(t))dt

−
[

k1∑
i=1

αi∇ϕi(x̄(S), x̄(T )) +
k2∑
i=1

βi∇ψi(x̄(S), x̄(T ))

]
· (η(S), η(T )) < 0. (9)
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Por outro lado, utilizando integração por partes tem-se que

(p(S),−p(T )) · (η(S), η(T )) +
T∫

S

ṗ(t) · η(t)dt = −
T∫

S

p(t) · η̇(t)dt. (10)

Logo, por (5) segue que

−p(t) · η̇(t) = −Hx(t, x(t), p(t), u(t)) · η(t)
+(1/α)[H(t, x(t), p(t), u(t))−H(t, x(t), p(t), u(t) + αξ(t))]. (11)

Assim, tem-se por (10) e (11) que

(p(S),−p(T )) · (η(S), η(T )) +
T∫

S

ṗ(t) · η(t)dt+
T∫

S

Hx(t, x(t), p(t), u(t)) · η(t)dt

−
[

k1∑
i=1

αi∇ϕi(x̄(S), x̄(T )) +
k2∑
i=1

βi∇ψi(x̄(S), x̄(T ))

]
· (η(S), η(T ))

=

T∫
S

(1/α) [H(t, x(t), p(t), u(t))−H(t, x(t), p(t), u(t) + αξ(t))]

−
[

k1∑
i=1

αi∇ϕi(x̄(S), x̄(T )) +
k2∑
i=1

βi∇ψi(x̄(S), x̄(T ))

]
· (η(S), η(T )) ≥ 0,

contradizendo (9). Portanto (x̄, ū) é um processo ótimo.

Lema 3.1. Sejam (x̄, ū) um processo fact́ıvel de (PCF ) e um escalar α ∈ (0, 1). Se para
todo par (η, ξ) ∈ Fα(x̄, ū) tem-se que ∇g(x̄(S), x̄(T )) · (η(S), η(T )) ≥ 0 então (x̄, ū) é um
MP − processo de (PCF ).

A demonstração pode ser encontrada em [1].

Teorema 3.2. Se (PCF ) é tal que cada MP − processo normal é um processo ótimo,
então (PCF ) é um problema MP − pseudo− invexo.

Demonstração. Suponha que (PCF ) não é MP − pseudo − invexo. Então existe um
escalar α ∈ (0, 1) e um par de processos fact́ıveis com g(x(S), x(T )) < g(x̄(S), x̄(T )), tais
que para todo par (η, ξ) ∈ Fα(x̄, ū) tem-se ∇g(x̄(S), x̄(T )) · (η(S), η(T )) ≥ 0. Utilizando
o Lema 3.1 tem-se que (x̄(S), x̄(T )) é um MP − processo de (PCF). Então, por hipótese,
é um processo ótimo, contradizendo o fato que g(x(S), x(T )) < g(x̄(S), x̄(T )). Assim
(PCF ) é MP − pseudo− invexo.

Exemplo 3.1. Considere o seguinte problema de controle:
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(PC)


Minimizar g(x(0), x(1)) = ln

√
x(1) + 1

Sujeito a
ẋ(t) = −x(t) + (u(t))2 q.s.,
u(t) ∈ [0, 1] q.s.,
x(0) = 0, −x(1) ≤ 0.

Observe que (PC) não é convexo. Verificaremos que o problema (PC) é MP − pseudo−
invexo.
Sejam (x, u), (y, v) processos fact́ıveis de (PC) tais que g(x(0), x(1)) < g(y(0), y(1)).
Temos que

ln
√
x(1) + 1 < ln

√
y(1) + 1 ⇔ x(1) < y(1).

Como x(1) ≥ 0, segue então que y(1) > 0, ou seja, a restrição ϕ(y(0), y(1)) ≤ 0 não é
ativa no ponto (y(0), y(1)). Logo I(y) = ∅, assim,

Q(y(0), y(1)) = {γ = (γ1, γ2) : γ1 = 0, γ2 ∈ R}.

De ẋ(t) = −x(t) + (u(t))2, x(0) = 0, segue que x(t) =

∫ t

0
exp(τ − t)[u(τ)]2dτ q.s..

Como x(1) < y(1), obtemos∫ 1

0
exp(τ − 1)[u(τ)]2dτ <

∫ 1

0
exp(τ − 1)[v(τ)]2dτ.

Logo, existe E ⊂ [0, 1], com medida positiva, tal que u(t) < v(t), t ∈ E. Tome

ξ(t) =

{
u(t)− v(t), t ∈ E
0, t ∈ [0, 1]\E.

Seja α ∈ (0, 1) arbitrário. Temos que

v(t) + αξ(t) =

{
αu(t) + (1− α)v(t), t ∈ E
0, t ∈ [0, 1]\E.

Dáı, v(t) + αξ(t) ∈ U(t) = [0, 1] q.s. (observe que U(t) é convexo, u(t), v(t) ∈ U(t) e
α ∈ (0, 1)). Agora tome η(t) tal que{

η̇(t) = fx(t, y(t), v(t))η(t) + ∆αf(t, y(t), v(t))(ξ(t)) q.s.,
(η(0), η(1)) ∈ Q(y(0), y(1)),

ou seja, {
η̇(t) = −η(t) + (1/α)[−y(t) + (v(t) + αξ(t))2 + y(t)− (v(t))2],
η(0) = 0 e η(1) ∈ R.

Então

η(t) =

∫ t

0
exp(τ − t)[(v(τ) + αξ(τ))2 − (v(τ))2]dτ

=

∫
E
exp(τ − t)[(αu(τ) + (1− α)v(τ))2 − (v(τ))2)]dτ.
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Como u(t) < v(t), t ∈ E, e α ∈ (0, 1), temos que 0 ≤ u(t) < αu(t) + (1 − α)v(t) < v(t),
t ∈ E. Portanto η(t) < 0 q.s.. Em particular, η(1) < 0. Deste modo,

∇g(y(0), y(1)) · (η(0), η(1)) =
(
0,

1

2(y(1) + 1)

)
· (0, η(1)) = η(1)

2(y(1) + 1)
< 0,

pois η(1) < 0 e y(1) > 0. Conclúımos então que (PC) é MP − pseudo− invexo.

4 Conclusões

Nossos resultados mostram que aMP−pseudo−invexidade é uma condição suficiente
de otimalidade para (PCF ), no sentido de que se (PCF ) satisfaz a Definição 3.2, então
todoMP−processo normal é um processo ótimo. Ademais, mostramos que se é verdadeira
a propriedade de que todo MP − processo normal de (PCF ) é um processo ótimo, então
(PCF ) é MP − pseudo − invexo. Portanto, conclúımos que a classe dos problemas de
controle MP − pseudo− invexos é a maior classe de problemas onde tal propriedade vale.
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