Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 2, 2015.
Trabalho apresentado no Ill CMAC - SE, Vitéria-ES, 2015.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied
Mathematics

MP-Pseudo-Invexidade em Problemas de Controle Otimo
com Condicoes de Contorno Funcionais

John Frank Matos Asconal

Departamento de Matemaética Aplicada, UNESP, Sao José do Rio Preto, SP
Lizet Santa Cruz Calderén?

Departamento de Mateméatica, UNESP, Sao José do Rio Preto, SP
Valeriano Antunes de Oliveira’

Departamento de Matemaética Aplicada, UNESP, Sao José do Rio Preto, SP

Resumo. O propodsito deste trabalho é propor condigoes suficientes de otimalidade para
problemas de controle 6timo com condigoes de contorno funcionais envolvendo fungoes con-
tinuamente diferencidaveis, considerando a classe dos problemas M P — pseudo — invezos.
Um exemplo ilustrando os resultados obtidos é apresentado.
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1 Introducao

O principal objetivo deste trabalho é fornecer condigoes suficientes de otimalidade para
problemas de controle 6timo com condi¢Ges de contorno funcionais. Condi¢des necessarias
de otimalidade para problemas de controle 6timo sao encontradas no Principio Maximo de
Pontryagin [6]. Este principio envolve um conjunto de condigées de primeira ordem que
levam a caracterizacao dos candidatos a processos de controle 6timo, os chamados M P —
processos. Naturalmente, um M P — processo pode nao ser 6timo. A fim de distinguir
um processo de minimizacao entre os M P — processos, podemos recorrer, por exemplo,
as condicoes de convexidade. As condigoes suficientes fornecidas neste trabalho vao nessa
direcao, sao baseadas em um tipo de convexidade generalizada, chamado invexidade.

Algumas aplicacoes interessantes de invexidade podem ser encontradas em [2] e [5].
Considere o seguinte problema de controle 6timo com restrigoes de contorno funcionais:
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Minimizar g(z(S),z(T"))
Sujeito a
&(t) = f(t, x(t), u(?)) g.s.
PCON W) e U) g
oi(x(S), z(T )))§ para 1=1,2,.., ki,
[

pi(x(S),z(T)) =0 para j=1,2,.. ko,

onde g:R"XR" - R, f:[S,T] xR*"xR™ - R"” ¢ : R" xR" - R, i =1,2,....,k, e
P R xR®" =R, j=1,2,... .k, U : [S,T] = R™ é uma multifuncdo. Os tempos S e T'
sao fixados. A varidvel de estado x é uma fungao absolutamente continua de [S, 7] em R"
e a varidvel de controle u é uma func¢ao mensuravel de [S, 7] em R™.

Diz-se que (z,u) é um processo de controle factivel se as restri¢oes de (PCF) sdo
satisfeitas. Um processo de controle factivel (z,u) é dito ser um processo de controle
6timo se g(z(5),z(T")) < g(x(S),z(T)) para todos processos factiveis (z,u).

Em [3], [4] foi introduzida a classe de problemas M P — pseudo —invezos. Foi mostrado
que em um problema M P — pseudo — invexo, todo M P — processo é um processo 6timo.
Ademais, foi mostrado que se tal propiedade é verdadeira, isto é, se todo MP-processo de
um determinado problema é um processo 6timo, entao tal problema é (necessariamente)
um problema M P — pseudo — invexo. Tais resultados foram obtidos para problemas de
controle com condigdes de contorno do tipo abstratos, i.e., do tipo (z(S),z(T")) € C, onde
C é um conjunto fechado de R™ x R™. Aqui, como pode ser visto acima, é tratado o
caso em que C é descrito por meio de restrigoes funcionais. Destacamos que o conceito
de M P — pseudo — inveridade mantém as boas propriedades de convexidade, no sentido
que as condigOes necessarias do principio do maximo tornam-se também suficientes para
otimalidade (como no caso de problemas convexos). Vale destacar ainda que todo problema
convexo é também M P—pseudo—invexro. Ao final deste trabalho exibimos um exemplo de
problema M P —pseudo—invexo que ndo é convexo. Assim, vé-se que a classe de problemas
convexos estd contida propriamente na classe de problemas M P — pseudo — invexos.
Além disso, a M P — pseudo — invexidade é a condigdo mais geral possivel que mantém
a propriedade de suficiéncia do principio do maximo, uma vez que mostramos que um
problema de controle 6timo é M P —pseudo—invexo se, e somente se, todo M P —processo
é um processo 6timo.

2 O Principio do Maximo

Nesta se¢ao vamos introduzir o Principio do Maximo para problemas de controle étimo
com restrigoes de contorno funcionais.
Denota-se por H : [S,T] x R" x R" x R™ — R a fungao Hamiltoniana maximizada

H(t,z,p,u) :=p- f(t,z,u).
Seja (Z,u) um processo de controle 6timo, com as seguintes hipéteses:

(H1) Para z fixo, f(-,z,-) é L x B™ mensurdvel. Existe uma funcdo L x B mensuravel
kE:[S,T] x R™ — R, tal que t — k(t,u(t)) é integrdvel para q.t. t € [S,T], satisfa-
zendo
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lf(t,z,u) — f(t, 2" u)| < k(t,u)|z — 2] Vo,2' €2+ 0B e wueU(t);
(H2) Gr(U) é um conjunto L x B™ mensuravel;
(H3) g,¢1, ..., by, Y1, .., Yk, s@0 continuamente diferencidveis;
(H4) Para cada (t,u) € [S,T] x R™, f(t,-,u) é continuamente diferencidvel.
O Principio do Méximo para (PCF') considerando-se as hip6teses acima, diz que exis-

tempe WLl A >0, eq; >0 parai=1,2, .., k1, e nimeros Bj para j = 1,2,..., ko, tais
que:

— p(t) = Ho (8, Z(t), p(t), u(t)) qss., (1)
H (. 3(0).plt). (1) = maxe H(1,2(0).p(t).u) s, @)
k1 ko
(p(S), —p(T)) = AVg(Z(5),2(T)) + > _ i Vi (Z(S), Z(T)) + > B;Vey;(2(S), Z(T)), (3)
i=1 =1
k1 ko ’
At lplloe +Y i+ Y 18 #0. (4)
i=1 j=1
Quando existem A, p, a;, @ = 1,..., k1, B, j = 1,..., ks, satisfazendo as condicoes

acima diz-se que (Z,u) é um MP — processo de (PCF). Se A\ = 1, diz-se que (z,u) é
um M P — processo normal e (PCF) diz-se ser normal em (Z,u). diz-se que (PCF) é
normal, se é normal em qualquer M P — processo (Z,u), caso contrario é anormal.
Maiores detalhes sobre o Principio do Maximo aplicado a problemas de controle 6timo
com restrigoes de contorno funcionais, incluindo sua demonstracgao, podem ser encontrados

em [5]

3 Condicoes Suficientes de Otimalidade

Nesta secao daremos a definicdo de M P — pseudo — invexidade para problemas de
controle 6timo com condigoes de contorno funcionais. Incluimos também um exemplo
ilustrativo.

Definicao 3.1. Sejam (Z,u) um processo factivel de (PCF) e a € (0,1) um escalar.
Define-se o conjunto das “dire¢oes a-factiveis” como sendo o conjunto de todos os pares
(n,€) : [S,T] = R™ x R™ tais que

t) = fo(t, (), u(t)) -1

() + Baf (), u(t))(E(E) g5, (5)
z(5), 2(

7)), (6)

Kl
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onde

Aaf(t, x,u)(ﬁ) = f(t,:ﬂ, u+ Oéf) — f(t,l‘,u)j

Q(z(9),z(T)) = {v: Vi (2(S),z(T)) - v <0, i € I(Z), Vip3(2(S),Z(T)) -v =0, j € J},
1(Z) = {i € T+ ¢;(z(S),7(T)) = 0}, T:={1,....k1}, J:={1,...,ks}.

Denota-se por §o(Z,u) o conjunto de todas as “dire¢oes a-factiveis”.
Agora podemos definir a M P — pseudo — invexidade em termos de diregoes a-factiveis.
Definigao 3.2. Diz-se que (PCF) é MP — pseudo — invexo se dado um par de proces-

sos factiveis (x,u), (Z,u) com g(x(S),z(T)) < ¢g(Z(S),z(T)), existem (n,§) € Faol(Z,u)
satisfazendo

Vg(z(5),z(T)) - (n(S),n(T)) <0 (8)
para todo o € (0,1).

Teorema 3.1. Se (PCF) é M P — pseudo — invexo, entiao cada M P — processo normal
€ um processo otimo.

Demonstragao. Seja (z,u) um M P — processo normal. Por (1) e (3) tem-se que

T T
—(p(S), —p(T)) - (1(S), n(T)) — / p(t) - n(t)dt — / Ho(t,7(t), p(t), (1)) - ()t
S S

. [Vg@(sm(T)) n k; iV $i(2(S), 2(T)) + k; BV (2(S), 2(T)) | - (n(8).m(T)) = 0.
de modo que

T T
(p(S), =p(T)) - (n(S),n(T))Jr/ﬁ(t)-n(t)dt+/Hx(t,w(t),p(t),U(t))'n(t)dt
S S

S iV (#(9), (1) + kz BV((S), m)] - (1(S), n(T))

1=

9(#(S), 2(T)) - (1(S), n(T)).

Suponha que existe um processo factivel (z,u) de (PCF') tal que g(z(S),z(T)) < g(z(S),z(T)).
Por (8) e da igualdade acima tem-se que

(p(S), —p(T)) - (n(S),n(T)) + /ﬁ(t) -n(t)dt + /Hm<t,x(t),p<t),u<t)) (1)) dt
S s
- [ avaie(s).a) + 3 69uas),a0)] - GEram <o ©
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5
Por outro lado, utilizando integracao por partes tem-se que
T T
(), ~p(D) - (). () + [ 50 e = [p0) i@ o)
S S

Logo, por (5) segue que

=p(t) -0(t) = —Hy(t,z(t), p(t), ult)) - n(t)
+(/a)[H(E,7(1), p(t), u(t)) — H(t,T(t), p(t), u(t) + a&(t))].  (11)

Assim, tem-se por (10) e (11) que

T
=/ 1/a) [H(t,z(t), p(t),u(t)) — H(t, z(t), p(t), u(t) + af(t))]
S

- [’“z 0V 6:(2(S), 2(T)) + kz ﬂivwxw(sm(m} (1(S),n(T)) > 0,

contradizendo (9). Portanto (Z,u) é um processo 6timo. O
Lema 3.1. Sejam (Z,u) um processo factivel de (PCF) e um escalar o € (0,1). Se para
todo par (n,€) € Fu(T,u) tem-se que Vg(z(S),z(T)) - (n(S),n(T)) > 0 entdo (T,u) é um
MP — processo de (PCF).

A demonstragao pode ser encontrada em [1].

Teorema 3.2. Se (PCF) € tal que cada M P — processo normal é um processo étimo,
entao (PCF) é um problema M P — pseudo — invexo.

Demonstragdo. Suponha que (PCF') nao é M P — pseudo — invexo. Entdo existe um
escalar o € (0,1) e um par de processos factiveis com g(z(5),z(T)) < g(z(S),z(T)), tais
que para todo par (7,€) € Fu(Z,u) tem-se Vg(Z(S),z(T)) - (n(S),n(T)) > 0. Utilizando
o Lema 3.1 tem-se que (Z(S),Z(T)) é um MP — processo de (PCF). Entao, por hipétese,
é um processo 6timo, contradizendo o fato que g(x(95),z(T)) < g(z(S),z(T)). Assim
(PCF) é MP — pseudo — invezxo. O

Exemplo 3.1. Considere o sequinte problema de controle:
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Minimizar g(x(0),2(1)) = Iny/z(1) + 1

Sugeito a
(PC) § i@(t) = —=(t) + (u(t)* g¢.s.,
u(t) € [ 1] gs.,

z(0) =0, —z(1) <0.
Observe que (PC) nao é convezo. Verificaremos que o problema (PC') é M P — pseudo —
1nVexo.
Sejam  (x,u), (y,v) processos factiveis de (PC) tais que g(x(0),z(1)) < g(y(0),y(1)).
Temos que
Inyvz(l)+1<Inyy(l)+ 1< z(1) < y(1).

Como z(1) > 0, seque entao que y(1) > 0, ou seja, a restri¢cao ¢(y(0),y(1)) < 0 ndo é
ativa no ponto (y(0),y(1)). Logo I(y) =0, assim,

Q(y(0),y(1)) = {y=(1,72):71n =07 €R}.

De i(t) = —z(t) + (u(t))?,2(0) = 0, seque que x(t) = /0 exp(T — t)[u(r)]?dr ¢.5..
Como x(1) < y(1), obtemos
1 1
/ exp(1 — 1)[u(r))?dr < / exp(r — 1)[v(7)]?dr.
0 0
Logo, existe E C [0,1], com medida positiva, tal que u(t) < v(t), t € E. Tome

_fou(t)—wv(t), teFE
) = { 0, telo,1\E.

Seja o € (0,1) arbitrdrio. Temos que

_[ou®+(1-ap(t), tek
v(t) + ag(t) = { 0, tel0,1]\E.

Dai, v(t) + a&(t) € U(t) = [0,1] ¢.s. (observe que U(t) € convexo, u(t),v(t) € U(t) e
€ (0,1)). Agora tome n(t) tal que

{ (t) = fa(t,y(t), v()n(t) + Ao f(t y(t), () (E(1) ¢,
(n(0),n(1)) € Q(y(0), y(1)),

ou seja,

{ 0(t) = —n(t) + (1/a)[=y(t) + (v(t) + a&())* + y(t) — (v(t))?],
”[7 =

Entao

exp(1 — 1) [(v(7) + a&(7))? = (v(7))*|dr

exp(7 — t)[(au(r) + (1 = @)v(7))* = (v(7))*)ldr.

DOI: 10.5540/03.2015.003.02.0116 020116-6 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.02.0116

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 2, 2015.

Como u(t) < v(t), t € E, e a € (0,1), temos que 0 < u(t) < au(t) + (1 — a)v(t) < v(t),
t € E. Portanto n(t) <0 g.s.. Em particular, n(1) < 0. Deste modo,

Vo(u(0) (1) - (0. n(1) = (. ) = 51 <o

1
2(y(1) +1) (y(1)+1)

pois (1) < 0 e y(1) > 0. Concluimos entiao que (PC) é M P — pseudo — invexo.

4 Conclusoes

Nossos resultados mostram que a M P — pseudo —invexidade é uma condicao suficiente
de otimalidade para (PCF'), no sentido de que se (PCF) satisfaz a Defini¢do 3.2, entao
todo M P—processo normal é um processo 6timo. Ademais, mostramos que se é verdadeira
a propriedade de que todo M P — processo normal de (PCF) é um processo 6timo, entao
(PCF) é MP — pseudo — invexo. Portanto, concluimos que a classe dos problemas de
controle M P — pseudo — invexos é a maior classe de problemas onde tal propriedade vale.
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