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Resumo. Desde que foi publicado em 1853, o Principio de Saint-Venant continua sendo
motivo de varias pesquisas. Contra exemplos para a conjectura original elaborada por Saint-
Venant ja foram exibidos, e uma prova de que o Principio vale dentro da teoria linear sé foi
conseguida por Toupin em 1965. O objetivo deste trabalho é fornecer a alunos de ciéncias
exatas, uma visao histdrica do Principio de Saint-Venant.

Palavras-chave. Principio de Saint-Venant, deformagao elastica, equacoes diferenciais par-
ciais.

1 Introducao

Alunos de ciéncias exatas em particular de engenharia e fisica, estdo acostumados com
a expressao: “Pelo Principio de Saint-Venant, etc...” quando se estuda deformacoes longe
da parte da fronteira de regices, onde forgas foram aplicadas.

Uma situagao cléssica é de uma barra de peso P em equilibio horizontal, uma distri-
buicao de forcas que deixa a barra em equilibio é uma forca de intensidade P aplicada no
centro da barra e agindo verticalmente para baixo, mais duas forgas de intensidade P /2
aplicadas uma em cada extremidade e apontadas verticalmente para cima. Sem duvida
essa é “uma” configuracao que deixa a barra em equilibio horizontal, pois a resultante das
forgas agindo sobre a barra é igual a 0(zero), e o momento resultante também é 0(zero).

Usamos normalmente essa configuracgao pois o “Principio de Saint- Venant’ nos diz que
podemos usar, mas surge imediatamente duas questoes:

1. Qual é a distribuicao correta, em outras palavras, qual é a solucao exata do pro-
blema?

2. Qual é de fato o enunciado do “Principio de Saint-Venant’?

Voltemos no tempo para observarmos que desde sua publicacao em 1853 pela Academia
de Ciéncias de Paris, o trabalho de Adhémar Jean-Claude Barre, Conde de Saint-Venant
(1797-1886) [13], continua despertando o interesse de varios pesquisadores, e varias tentati-
vas de se formular e demosntrar o Principio de Saint-Venant foram tentadas. Na realidade,
a conjectura original de Saint-Venant, a respeito do decaimento de deformacoes longe da
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parte da fronteira onde as forgas foram modificadas, foi concebida para ser aplicada so-
mente a cilindros em equilibrio sob acao de forcas aplicadas nos extremos, dentro da teoria
da elasticidade linear.

Boussinesq [1] em 1885 foi o primeiro a tentar uma formulagao e uma prova rigorosa
para a conjectura elaborada por Saint-Venant, elevando a conjectura original ao posto
de “Principio”, e muitos textos até hoje apresentam Boussinesq como referéncia para a
demonstragao do Principio de Saint-Venant. Entretanto, uma prova de que o resultado
vale dentro da teoria linear s6 foi conseguida por Toupin [11] em 1965.

2 A Intuicao Fisica e o Rigor Matematico

Adhémar Jean-Claude Barré, Conde de Saint-Venant, engenheiro civil e professor de
Mecanica da Ecole des Ponts et Chaussées, apresentou em 13 de Junho de 1853 & Academia
de Ciéncias de Paris um vasto trabalho intitulado Mémoire sur la torsion des prismes [13].
FEm 26 de Dezembro do mesmo ano, a comissao de quatro sécios da referida academia com-
posta por Augustin Luis Cauchy (presidente), Jean Victor Poncelet, Guillaume Piobert
e Gabriel Lamé (relator) com o objetivo de analisar a obra de Saint Venant, concluiu seu
trabalho com vastos elogios a mesma.

Teve inicio entao, segundo Gaetano Fichera, um dos capitulos mais sugestivos e esti-
mulantes de toda a histéria da Mecanica e da Ciéncia das construgoes. Sugestivo porque o
método proposto por Saint-Venant para a solucao do problema considerado, se revelara de
grande eficacia pratica, e chegou a ser chamado o milagre de Saint-Venant. Estimulante,
a Conjectura de Saint-Venant necessitava de uma justificativa para seu procedimento,
e incentivou muitos estudiosos de Matemdatica, Mecanica e Ciéncias das Construcoes a
tentarem uma demonstracao rigorosa, que se tornou um grande desafio por mais de um
século.

Clifford Truesdell em History of Classical Mechanics, 1976 [12] escreveu sobre Saint-
Venant:

“..pela penetracdo do conceito, pela contribuicao da chave do
problema, e pela maneira prdtica de resolvé-lo, seu trabalho se
apresenta como um dos supremos monumentos da mecanica...”

Veremos a seguir a proposta feita por Saint-Venant para a solugdo do problema de
deformacao de um cilindro eldstico, com forcas de superficies distribuidas sobre suas ex-
tremidades planas. Primeiramente vamos modelar o problema.

2.1 Deformacao de um Cilindro Elastico

Consideremos em R? um material eldstico ocupando a regido cilindrica

C = {(x1,22,73)|(71,22) € A,—L < 23 < L} onde A C R? é um aberto, convexo,
limitado e L > 0. Seja z tal que —L < z < L.

Definimos S, = {(z1,z2,73)|(z1,72) € A,z3 = 2}, a secdo transversal de C em z.
Nessa notagao, St é a base superior, S_z, a base inferior, e 0;C = 0C — (S US_1) é a
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fronteira lateral do cilindro. Suponhamos a seguinte distribuicaoo de forcas agindo sobre
o cilindro.

1. A superficie lateral 9;C' é livre de tragao.
2. As forcas de corpo sdo nulas.

3. As bases St e S_, estaoo sujeitas, respectivamente, as seguintes forgas de superficie

f = (f17f27f3) €g= (gl7g2vg3)'

Numa configuracao de equilibrio para C, o sistema total de forcas agindo sobre 0C
devera estar em equilibrio, a for¢a resultante e o0 momento resultante deverao ser nulos, e
na auséncia de forcas de volume, obtemos as seguintes equagoes de equilibrio,

fdridxre + / gdxidrs =0,

SL SfL

/ (x X f)dxidze +/ (x x g)dzidze =0, (1)
S

S_r

admitindo que as integrais existam.

2.1.1 Problema em Elasticidade Linear

Denotaremos, por u = (uq, uz, u3) o vetor deslocamento de um ponto genérico € C.
Por e = [e;5] o tensor de deformagao infinitesimal (strain-tensor) definido pela equacao

1 auz 8uj
eij = 5 + )
2 axj 6951
e por T = [7;;] o tensor de tensao (stress-tensor).
Em elasticidade linear, para um corpo homogéneo e isotrépico, a relacao entre o tensor
de deformagao infinitesimal e o tensor de tensao é dada pela equacao 7;; = A egy 05 +2u €55,
conhecida como Lei de Hooke.

Sob a acao de f e g, temos que o estado de deformacao de C' na sua configuracaoo de
equilibrio é obtida ver [7], resolvendo o seguinte problema de contorno:

2 2
3fk;;?k + A+ u)ail;;k =0 em C (2)
;3 = fi; sobre Sp, (3)
—T;3 =g; sobre S_p (4)
Tiin1 + Tane =0 sobre 01C (5)

onde n = (n1,n2,n3) é o vetor normal externo num ponto regular genérico da 9C, onde
f e g satisfazem as equacoes (1).

Da referéncia [2] temos que sob hipéteses convenientes de regularidade a respeito dos
arcos que compoem A e das forcas f e g, a solucdo u do problema de valor na fronteira
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(2), (3), (4) e (5) existe, ¢ continuamente diferencidavel em qualquer ponto regular da
fronteira de C', e é analitica em C.

Devido a dificuldade de se resolver explicitamente o problema (2), (3), (4) e (5), Saint-
Venant sugeriu uma aproximacao que exigia somente a solucao de problemas de Neuman
bi-dimensionais para funcoes harmoénicas na secéo transversal A do cilindro.

2.2 Intuicao Fisica - A Aproximacao de Saint-Venant

Baseado na intuigao fisica de que sob a acao das forgas de superficie f e g, em cada
fibra longitudinal do cilindro, somente tensoes tangenciais paralelas ao eixo do cilindro
(eixo - x3) sdo sentidas, Saint-Venant procurou uma solu¢ao v = (v, v2,v3) do sistema
diferencial (2), (3), (4) e (5) que satisfizessem as condigbes 711 = 712 = 722 = 0 em C, ou
seja; procurou uma solucao onde todas as outras tengoes que nao as citadas imediatamente
acima, fossem igais a zero.

Assim, colocando

F;, = fidzidxo, € M; = Vidxidxs, com V =x x f,
St St
concluiu que a aproximacao v é determinada por FY, Fy, F3, My, My e Ms.
Partindo destas premissas, Saint-Venant estudou, detalhadamente, ver [3], [4] e [13],
deformacoes de C' e obteve, basicamente, solugoes aproximadas v, de quatro classes de de-
formagoes. Extensao (compressao) simples, flexdo uniforme, flexdo nao uniforme e torgao.

2.2.1 A Conjectura de Saint-Venant

O que se quer saber, é se v a aproximagao de Saint-Venant, que permite um estudo de-
talhado da deformacéao, é de fato uma boa aproximacao de u, a solucao exata do problema

(2); 3), (4) e (5).

E isso é o que foi conjecturado por Saint-Venant:

“.. des forces, estatiquement équivalentes, ou ayant la méme résultante

et le méme moment résultante, produisent les mémes effets sur toute

la longueur de solides, quel que soit leur mode d’application et de
distribution, excepté tout auprés des endroits ot elles agissent, ou sur

des portion a peine sensibles et dont on peut négliger de tenir compte...” [13].

2.3 Rigor Matematico

Responder a questao colocada imediatamente acima, consiste em demonstrar que a
deformacao correspondente a aproximacao v de Saint-Venant, pode ser considerada igual
a deformacao correspondente a solucao exata wu, longe das extremidades.

E uma maneira de demonstrar isto é definir w; = u; — v;, e mostrar que o tensor de
deformacao

1 (8w, 6wj

eij = = + , € “desprezivel” longe das extremidades.
2 8a:j al'i
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Podemos entao apresentar a conjectura de outro modo, ou seja:

le(x)] € “muito pequeno” no cilindro C exceto possivelmente naqueles pontos que estao
prozimos das extremidades SpeS_y,.

Varias experiéncias confirmaram a expectativa sugerida por Saint-Venant em muitos
casos praticos, e a solucao de Saint-Venant passou a ser considerada uma boa aproximagao
da solugao do problema em qualquer secao transversal do cilindro, exceto aquelas préximas
das extremidades.

Entretanto a conjectura carecia de uma formulacao precisa e de uma demonstracao
rigorosa, e a “pequenez” de |e(x)| necessitava ser melhor quantificada. Seu valor para
qualquer x € C depende das forgas de superficie.

J.V. Boussinesq em 1885 [1], foi o primeiro a tentar uma formulacao rigorosa, e elevou
a conjectura ao posto de “Principio”. Muitos textos atribuem a Boussinesq a prioridade
da demonstragao do “Principio de Saint-Venant”, mas ele utilizou apenas corpos infinitos
ocupando o semi-espago z > 0, e sujeito somente a forgas normais as suas fronteiras.

Zanaboni em 1937 [15] e [16], foi o primeiro a sugerir que a “pequenez”de |e(x)| deveria
ser medida nao pontualmente, mas globalmente; utilizando para isso a energia eldstica
armazenada na parte do corpo longe das regioes na fronteira que estao sob tensao.

Em trabalho publicado em 1947 [8], Von Mises, utilizando o mesmo exemplo de Bous-
sinesq, mostrou que se componentes tangenciais das forcas aplicadas a fronteira z = 0
forem admitidas, o “Principio de Saint-Venant” da maneira como formulado por Boussi-
nesq, falha. Neste mesmo trabalho apresentou também uma formulacao para o ” Principio
de Saint-Venant”. Mas nao foi feita neste artigo uma demonstracao global, utilizando as
equacoes diferenciais fundamentais da teoria da elasticidade.

3 O Principio de Saint-Venant

Somente em 1965, mais de um século depois da publicagao do trabalho de Saint-Venant,
e depois de tantas outras tentativas de demosntracao do “Principio de Saint-Venant”, R.A.
Toupin [11], apresentou a primeira prova rigorosa do “Principio de Saint-Venant”, para
um corpo cilindrico, dentro da teoria da elasticidade linear.

O resultado de Toupin de certa forma tinha sido antecipado por Zanaboni, entretanto
sem uma prova convincente. E como veremos no teorema anunciado a seguir, apesar da sua
grande importancia, o trabalho de Toupin nao respondeu satisfatoriamente a conjectura,
porque havia restrigoes as forgas agindo somente sobre uma das extremidades do cilindro.

Consideremos a regiao cilindrica C' do espago tri-dimensional com a mesma notagao
da se¢ao 2.1, mas agora com 0 < z < L.

Definimos

C, = {(l‘l,l‘g,l'g) el | z<x3< L} e E(Z) = / Tij €ij dxdzxa,
C

z

N |

onde E(z) é a energia no cilindro C(z).
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Teorema 3.1. (TOUPIN) Seja C um cilindro de comprimento L e se¢ao transversal
arbitrdria, tendo apenas a extremidade Sy sob temsdo por um sistema de for¢as auto-
equilibrado. Entao a energia E(z) armazenada no cilindro C, que se encontra a uma

distancia z da extremidade Sy, satisfaz a equagdo E(z) < E(0) exp (—%) onde E(0) é

a energia total armazenada no cilindro C, e a constante v(L) depende da geometria e da
natureza do cilindro.

Finalmente em 1976, Gaetano Fichera usando a técnica de Toupin, apresentou uma
prova satisfatéria para o “Principio de Saint-Venant”, conforme teorema a seguir.

Teorema 3.2. (FICHERA) Considere um cilindro de comprimento L e se¢do arbitrdria,
com ambas as extremidades sob tensdo, cada uma por um sistema de forcas auto-equilibra-
do. Entao firado 0 < p < L, temos para 0 < z < L — p que a energia E(z) do cilindro

entre S, e S, satisfaz a desigualdade, E(z) < E(L)exp (—z+p_L) onde y(p) depende da

7(p)
geometria e da natureza do cilindro.

As demonstracoes podem ser encontrados o de Toupin em [11], e o de Fichera em [3].

Nos tultimos anos, o estudo do Problema de Saint-Venant, assim chamada a inves-
tigacao do decaimento espacial de solugoes de equacgoes diferenciais parciais com valores
de contorno em analogia ao que foi feito por Saint-Venant, teve grande desenvolvimento.
Visto que solugoes explicitas de muitos problemas da elasticidade linear, e principalmente
da elasticidade nao linear néo sao conhecidas, argumentos qualitativos foram desenvolvi-
dos para estimar esse decaimento. Dentro desta linha de pensamento o resultado obtido
por R.A. Toupin em 1965 [11], conseguindo estimativas para o decaimento exponencial da
energia num cilindro tri-dimensional em elasticidade linear é notavel.

A partir de entao, varios resultados utilizando argumentos semelhantes ao usado por
Toupin foram alcancados, em particular, citamos o de J.K. Knowles em 1966 [10], para
uma regiao plana nao necessariamente convexa, ainda dentro da teoria da elasticidade
linear.

Resultados semelhantes ao Principio de Saint-Venant, dentro de uma teoria restrita
da elasticidade nao linear foram obtidos por véarios pesquisadores, cito os trabalhos de
Horgan e Payne [5,6], Silva e Ferreira [9] todos sob a hip6tese de pequenas deformagoes.

G.A. Yosifian em 1978 [14] considerou versoes do Principio de Saint-Venant envolvendo
efeitos nao lineares para fluidos. Uma versao do Principio de Saint-Venant para problemas
envolvendo dependéncia do tempo foi primeiramente sugerido por B.A. Boley em 1958.

A relacao dos trabalhos publicados sobre o Principio de Saint-Venant desde 1853 é
imensa, e de certa forma os trabalhos citados impulsionaram a continuidade destes estudos.
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