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Resumo. Neste trabalho, a aritmética intervalar é aplicada para o calculo de ponto fixo de
funcoes recursivas. Nesta abordagem, ntmeros sao tratados como intervalos. Foi possivel
identificar a convergéncia correta para ponto fixo de periodo 1, tendo como estudo de caso
o mapa logistico.
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1 Introducao

A computacao numérica é parte vital da infraestrutura cientifica moderna e é essencial
em disciplinas cientificas [4,6]. Os computadores sdo usados para resolver equagoes que
modelam os mais diferentes sistemas: desde a expansao do universo até a microestru-
tura de um atomo, processamento de imagens e andlise de estatistica de dados médicos,
simulacao de circuitos para projetos de computadores cada vez mais rapidos, menores e
mais confidveis, modelagem de aeronaves para testes e treinamento de pilotos e confiabi-
lidade de sistemas elétricos, para citar alguns exemplos [10].

Praticamente toda a computacado numérica utiliza a aritmética de ponto flutuante
com grande parte dos computadores atuais fazendo uso da norma IEEE 754 [3,5] para
aritmética de ponto flutuante [10]. Porém, apesar da sua importancia para a infraestru-
tura cientifica moderna e de apresentar resultados satisfatérios e muito préximos com os
esperados, a computacao numérica ainda estd longe de ser uma ferramenta que disponi-
biliza resultados totalmente de acordo com a realidade. Isso acontece pois a aritmética
de ponto flutuante é uma aproximacao sistematica da aritmética dos ntimeros reais e é
representada por um subconjunto finito dos nimeros reais. Consequentemente, algumas
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propriedades da aritmética dos niimeros reais nao sao garantidas para a aritmética de
ponto flutuante [5].

Devido a este fato, é importante chamar a atencao para as limitagoes dos computadores
com respeito a computacao cientifica, uma vez que a realizagao de experimentos no mundo
fisico ou calculos advindos de alguma regra de contagem podem originar medigoes ou
resultados parciais que precisem ser representados e analisados em computadores [9].

Como o computador apresenta limitagoes de armazenamento que fazem com que o con-
junto de nimeros que ele representa seja finito, cada niimero armazenado pelo computador
representa um intervalo do conjunto dos nimeros reais. Sendo assim, é importante levar
em conta esses intervalos nas operacoes realizadas pela maquina para tratar o problema
do erro nos computadores.

Problemas descritos por fungoes recursivas requerem o uso da computagao numérica
por se tratarem de problemas complexos em que o resultado da iteracao atual sempre
depende do anterior. Existe grande interesse no desenvolvimento de circuitos eletronicos
que representem o comportamento cadtico dessas fungoes em diversas aplicagdes, como
na geracao de numeros aleatorios, comunicacao em espectro de difusao em frequéncia
variavel [12] e geracao de mapas caéticos, como o mapa logistico [7].

2 Propédsito

O principal objetivo do artigo é apresentar uma solugdo para o erro computacional
quando se trabalha com fungoes recursivas. Em [9], estabeleceram-se os principios norte-
adores para o estudo da convergéncia de fungoes recursivas em computadores. Naquele
trabalho, o autor calculou o erro por meio da andlise da propagacao do erro em cada
operacao aritmética, bem como, no cdlculo impreciso da func¢ao recursiva. Neste trabalho,
pretende-se obter o mesmo resultado por meio da aritmética intervalar [8].

De acordo com [9], as fungdes recursivas podem ser definidas da seguinte forma: seja
I € R um espago métrico com f : I — R, tem-se que:

Séries de tempo discreto podem ser geradas por um procedimento interativo simples
de (1). Dependendo da escolha de f, a série pode apresentar tanto ponto fixo de periodo
1 ou maior, quanto comportamento cadtico.

Segundo [1], se f(z*) = z*, entdo diz que z* é um ponto fixo de f(z). O principio
do mapeamento da contracao é um meio simples para encontrar o ponto fixo a partir de
uma condigao inicial com um nimero z( arbitrério e da defini¢do da sequéncia {x,} por
Zn = f(xn—1) [2,11]. Se essa sequéncia for convergente, entao x,, — =* & medida em que
n — oo. Porém, em muitos casos, os calculos sao feitos por um computador e podem
apresentar erros.

Um numero real é armazenado no computador como ponto flutuante, que é um formato
de representagao digital de nimeros reais usado nos computadores. O ponto flutuante é
usado em computadores desde meados da década de 1950, onde durante as duas décadas
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seguintes cada empresa adotava um padrao diferente. Isso acarretava em incompatibi-
lidade na forma como um programa se comportava em maquinas diferentes. Buscando
uma solugao ao problema, nas décadas de 1970 e 1980, um grupo de cientistas e engenhei-
ros, liderados pelo Institute for Electrical Engineering and Electronics Engineers — IEEE,
desenvolveu um padrao para a representagao e aritmética de ponto flutuante [10].

O computador apresenta um limite de armazenamento de bits, que sao usados para
representar os dados de cada componente das operacoes computacionais, restringindo a
quantidade de nimeros reais que podem ser armazenados, dependendo do tipo do formato
adotado. Isso faz com que a méaquina trate nimeros como intervalos. A distancia entre
um numero z armagzenado no computador em relacao a seu antecessor e sucessor que
também podem ser armazenados é chamada de wlp. Nenhum dos nimeros existentes
entre os numeros T e y = T + %ulp(:c) podem ser armazenados pela méaquina, entdo
seus valores convergem para um desses dois numeros. Quanto maior o valor de x, maior
também é sua ulp, ou seja, maior é o intervalo de valores que nao sao representados
pelo computador. Isso faz com que a representacao dos numeros em ponto flutuante
produza erros de arredondamento que se propagam ao longo das operacoes que executam
um algoritmo [10].

A técnica de computacao por intervalos foi proposta em sua forma moderna por [§]
como uma ferramenta para limitar os erros de arredondamentos na computagao numérica
e é um campo amplo que associa a matematica rigorosa com a computacao cientifica. E
uma aritmética que define conjuntos de intervalos em vez de niimeros reais. A ligacao entre
a computacao e a matematica intervalar torna possivel resolver problemas que nao podem
ser resolvidos de forma eficiente usando a aritmética tradicional de ponto flutuante [8].

Por um intervalo, entende-se um conjunto fechado e limitado de ntimeros reais. Pode-
se considerar também o intervalo como um par ordenado de pontos limites, denotado
por uma letra maidscula [8]. Além disso, dados dois intervalos denotados por X e Y, se
X NY # 0, ndo se pode afirmar que X é diferente de Y [8].

A funcao recursiva usada para ilustrar a técnica de computacdo por intervalos na
eliminacao do erro computacional é a equagao do mapa logistico, dada por:

Tpg1 =12 (1 — xy). (2)

Essa equagao foi desenvolvida por [7] como um modelo populacional, com z,, sendo
um numero entre zero e um que representa a razao entre a populacao existente na n-ésima
geracao e o maior numero possivel de individuos e r como sendo uma taxa de crescimento
da populagao. Escolhendo um valor para o parametro r e iterando recursivamente o mapa
a partir de uma condicao inicial zg, obtém-se uma série temporal da equacao do mapa
logistico.

3 Métodos

O algoritmo da Figura (1) pode ser desenvolvido para a representagao da equagao (2)
com o parametro r = 327/100 e condicao inicial g = 100/327. O resultado é mostrado
na Figura (2), onde esta claro que a simulacdo converge para pontos fixos de periodo 2.
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Algorithm 1
r + 327/100;
To + 100/32T7;
N + 200;
for n < 0 to N do
] Tpt1 & rZn(l — z0n);
end

L I S P

Figura 1: Algoritmo Bésico da Equacao Logistica. Fonte: [9].
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Figura 2: Simulacao de (2) com r = 327/100 e z¢p = 100/327.

Entretanto, este nao é o resultado correto. Através de uma andlise simples, pode-se
chegar a conclusao de que a equagao do mapa logistico para os parametros especificados
s6 poderia convergir para um ponto fixo. O resultado pode ser facilmente demonstrado

por:
L, B0 (1 100) 321100 27
T leos27 \© 327) " 321 321
,, BRTI (T 27 160 _ 227
27 100327 327) 1807327 327
Portanto, tem-se que x1 = z9 = ... =z, = 227/327, o que significa que a equacao (2)

para os parametros especificados converge para o ponto fixo x = 227/327, invalidando o
resultado obtido pelo computador, que nao pode representar precisamente os parametros
e reproduzir fielmente os resultados das operacées dos numeros reais. Isso faz com que
erros sejam acumulados a cada iteracao que passa, levando a um resultado totalmente
divergente da realidade. A solug@o encontrada para eliminar o erro computacional foi
trabalhar com intervalos ao invés de pontos, tornando as operagoes mais maledveis e
levando em consideragao os erros da maquina.

De acordo com [9], pode-se escrever uma versao adaptada a aritmética intervalar para
a definicao de ponto fixo.
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Definigao 1. Sejam f(x*)
ponto fixo.

[f(@*),f(z*)] e a* = [z*T*]. Sea*N f(z*) # 0, entdo z* é

Na intencao de solucionar o problema de falta de precisao de dados da méquina, foi
desenvolvido um algoritmo que leva em conta os intervalos de representacao dos nimeros
no computador e tem como objetivo descobrir se uma condicao inicial xg direciona a
solucao para um ponto fixo z* em alguma iteracao n.

Para representar a largura de um intervalo, utilizou-se a ulp do nimero. Assim, para
uma condic¢ao inicial xg, os limites do intervalo foram dados arredondando zg para baixo
e para cima, de modo que o computador nao conseguisse reproduzir nenhum nimero que
estivesse dentro desse intervalo. A partir disso, as operacoes sao feitas considerando esses
limites e o resultado final é dado pelo ponto médio dos intervalos resultantes. Foi usado
o algoritmo base representado na Figura (3) para calcular a resposta da equacao (2) para
xo = 100/327 com o parametro r = 327,/100.

Algorithm 2

T« 327,/100;

20« 100/327;

N + 200;

x, + round”(xo);

x; + round™ (zo);

for n «+ 0 to N do

Ty g (l—z,);
o oy (l—xh);
Xn = [z,.77];

)(ﬂ+1 = [.I‘

;+1:In++1]
if }(n n J¥n+1 7£ 1]

x4t
n=—"—"" ¢ ponto fixo;

break;

end
end

T

¢

Figura 3: Algoritmo base para cédlculo de ponto fixo.

4 Resultados

Os resultados obtidos como solugao do algoritmo da Figura (3) para o parametro
r = 327/100 e a condicao inicial g = 100/327 sao apresentados na tabela (1). A tabela
conta com os valores, a cada iteracao n, do ponto médio do intervalo z,, do tamanho
do intervalo definido por [z;,,z;7] e do tamanho da intersegao entre o intervalo atual e
o intervalo da iteragao anterior. De acordo com o algoritmo da Figura (3), quando os
intervalos que representam duas iteracoes consecutivas apresentarem intersecao diferente
de conjunto vazio, entdo o algoritmo é parado e o valor do ponto fixo * é dado por x,,.
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Tabela 1: Resultados obtidos como solugao do algoritmo da Figura (3).

n Tn |z — x| | X N X1
0 0,305810397553517 5,551115123125783 x 10~17 =0
1 0,694189602446483 3,330669073875470 x 1016 =0
2 0,694189602446483  2,220446049250313 x 1016 £ ()

Pela andlise da tabela, pode-se observar que o ponto fixo é atingido na segunda
iteragdo, uma vez que | X,, N X,,—1| # 0. Assim, adota-se o valor para o ponto fixo como
¥ = 0,694189602446483. E importante destacar que o valor de X, # X,,_1 e que se hou-
ver continuidade da simulagao computacional, pode-se atingir uma regiao de estabilidade
equivocada, conforme ja foi apontado em [9].

5 Conclusao

Pode-se observar que, mesmo com intervalos de tamanhos muito pequenos em relacao
a seus pontos médios, ja na segunda iteragao existe intersecao entre os intervalos atual e
anterior. Além disso, o intervalo de intersecdo tem o mesmo tamanho do intervalo dessa
iteracao. Isso mostra que o intervalo da iteragao 2 é subconjunto do intervalo da iteragao
anterior.

A partir do momento em que a intersecao entre os intervalos de iteraces consecutivas
¢ diferente de conjunto vazio, nao se pode afirmar que sao resultados diferentes. E com
isso, prosseguir resolvendo o programa pelo computador pode resultar em inconsisténcia
matematica na resposta, fazendo com que resultados sejam invalidados.

O caso especifico apresentado pode ser estendido para todas as outras condigoes iniciais
que respeitem as restrigoes do problema e para todos os valores possiveis do parametro da
taxa de crescimento da populagao.

Apesar de sua importancia e capacidade tunica em realizar célculos e operagoes com
a rapidez que nenhum ser humano possui, o computador ndo é uma maquina perfeita.
Portanto, apresenta falhas em seu sistema que devem ser levadas em consideracdo por
todos os usudrios. Kssas falhas sao devidas as limitacoes fisicas que levam a uma falta
de precisdo no armazenamento dos ntimeros. Essa falta de precisao leva o computador a
praticas que podem interferir consideravelmente na resposta do sistema.

Finalmente, antes de tomar como verdade os resultados obtidos pelo computador, é
importante saber como os ntimeros reais sao tratados na maquina e deve-se levar em conta
a forma como o computador lida com as operagoes matematicas e arredondamentos. Os
resultados aqui obtidos sdo coerentes com aqueles obtidos em [9], mas apresentam uma
maior simplicidade matematica. Pretende-se em trabalhos futuros expandir o conceito
apresentado ampliando esses resultados para outros mapeamentos e realizando a mesma
analise para o caso de pontos fixos de periodos superiores.
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