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Resumo. Aqui, propde-se e analisa-se um modelo epidemiolégico, formulado em termos de
equacdes diferenciais ordinarias, que leva em conta o efeito dos recuperados (considerados
imunes) na disseminagdo de infecgfes que se propagam via contatos sociais entre suscetiveis e
infectados. Mostra-se que podem coexistir diferentes solucdes estacionarias atratoras.
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1 Introducéo

A propagacdo de doencgas contagiosas vem sendo estudada teoricamente desde 1766,
ano do trabalho seminal de Daniel Bernoulli sobre a disseminagdo da variola [2]. Um
outro trabalho relevante em epidemiologia teérica foi realizado por William O. Kermack
e Anderson G. McKendrick, em 1927, sobre epidemias de peste bubénica [4]. Nesses e
em outros estudos, costuma-se dividir a populagdo hospedeira em algumas classes e 0
modelo consiste de equagbes diferenciais que descrevem a evolucdo temporal da
quantidade de individuos em cada classe. Classes tipicas em tais estudos sdo [1,6]: a dos
individuos suscetiveis S (que sdo agqueles que podem contrair o0 agente patogénico por
meio de contato com infectados), a dos individuos expostos E (que sdo aqueles que
contrairam o patégeno em questdo, mas ainda ndo desenvolveram a doenca e ndo podem
propaga-la), a dos individuos infectados | (que sdo aqueles que estdo doentes e podem
contaminar os suscetiveis via contato social), a dos individuos recuperados R (que sdo
aqueles que se curaram, de modo que a cura pode ou conferir imunidade parcial, ou
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total, ou ndo conferir imunidade), a dos individuos mortos M (que sdo aqueles que
morreram ou devido a doenca estudada ou por outros motivos), e a dos individuos
vacinados V (que sdo aqueles que, ao tomarem uma vacina, adquiriram imunidade ou
parcial ou total, sem adoecer).

Em geral, desconsidera-se o efeito da populacdo R sobre a transmissdo de uma
doenca contagiosa [1,6]. Usualmente, tal transmissdo é modelada como sendo
dependente apenas das populactes S e I. No estudo aqui relatado, leva-se em conta a
influéncia da populacdo R na propagacdo de doencas contagiosas. A inspiragdo para essa
investigacdo vem do seguinte cenario: considere doencas contagiosas tipicas de criancas,
como catapora, caxumba, sarampo. Em geral, as criancas vivem em seus lares, com seus
pais e irmdos, e sé saem de casa acompanhadas de seus pais ou de parentes maiores de
idade, que as levam para a escola, para o parque, para o shopping. Nesses ambientes,
elas entram em contato com outras criancas e |4 podem contaminar e serem
contaminadas. Note que, nesse cendario, a propagacdo da doenca é facilitada pelos
adultos, normalmente imunes a tais doengas. De fato, adultos imunes podem colaborar
para o0 encontro entre criangas sas e criangas doentes. Assim, a populagdo R pode afetar
a taxa de encontro entre as populac@es S e I, interferindo na dindmica da propagacgéo de
uma doenga infectocontagiosa.

Este trabalho sobre epidemiologia tedrica esta assim organizado. Na Secdo 2,
propde-se um conjunto de equacGes diferenciais para realizar o estudo mencionado no
pardgrafo anterior. Na Secdo 3, apresentam-se resultados analiticos. Na Secdo 4,
mostram-se simulagfes numéricas, a fim de ilustrar os resultados analiticos relatados na
Secdo 3. Finalmente, na Sec¢éo 5, discute-se a possivel relevancia deste trabalho.

2 O modelo proposto
Considere que S(t), I(t) e R(t) sejam as quantidades de individuos suscetiveis, infectados e

recuperados (e imunes), respectivamente, no instante t. Em termos de equac@es diferenciais
ordinarias, 0 modelo proposto se escreve assim:

dS(t)/dt = f1(S(t),I(t),R(t)) = - aS(H)I(t) (1+qR(t)) + cl(t) + eR(t) (1)
dI(t)/dt = £2(S(t),I(t),R(t)) = aS(t)I(t) (1+qR(t)) - bI(t) - cI(t) (2
dR(t)/dt = f3(S(t),1(t),R(t)) = bI(t) - eR(t) (3)

A constante de taxa de infeccdo é a, a constante de taxa de cura é b, a constante de taxa de
morte causada pela doenca é ¢, a constante de taxa de morte devido a outras causas é e, € g €
a constante que representa a influéncia da populagédo R na disseminacdo da infeccéo. Esses
cinco pardmetros sdo nimeros positivos.

Como dS(t)/dt+dI(t)/dt+dR(t)/dt=0, entdo S(t)+I(t)+R(t)=N=constante, sendo N
0 namero total de individuos da populacdo hospedeira. Ou seja, nesse modelo, supbe-se que
mortes sdo imediatamente compensadas por nascimentos. Portanto, o modelo corresponde a
um sistema de segunda ordem, visto que R(t)=N-(S(t)+I(t)).

A inspiragdo para a forma do termo contendo o pardmetro g veio do trabalho de
Turner Jr e Monteiro [8]. O caso q=0 ja foi analisado por Schimit e Monteiro [7]. Aqui,
analisa-se o caso q>0.
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3 Resultados analiticos

Os pontos de equilibrio [3,5], isto é, as solucdes estacionarias (S(t),I(t),R(t))=(S", I, R) do
sistema (1)-(3) (com S*, I* e R* constantes) s@o obtidas a partir de dS(t)/dt=0 e dI(t)/dt=0
(lembre-se de que R(t)=N-(S(t)+I(t))). Da equacdo (2), percebe-se que I'=0 torna
dI(t)/dt=0; consequentemente, da equagdo (3) tem-se R'=0 e, entdo, S'=N. Essa
solucdo estacionaria em que I*=0 é chamada de solucdo livre de doenca (ja que ndo ha
doentes). Solucdo estacionaria com I*>0 é chamada de solu¢do endémica (ja que a doenca
persiste na populacdo). Em termos de I*, as solu¢bes endémicas sdo as raizes do seguinte
polindmio:

A(IN2+BI'+C=0 )

sendo A=qgb(b+e)/e?, B=1+[b(1- qN)/e], C=N(1-Ro)/Ro com Ro=aN/(b+c). Somente
raizes reais e positivas desse polinémio possuem significado biolégico. O valor de S*
correspondente a I* é obtido de:

S'=N-[(b+e)I"/e] (5)
Obviamente, R*=N-(S*+1"). As duas raizes da Equacéo (4) sdo:

B+p)/(2A) (6)

(_
(-B-p)/(24) (7)

I1
I,

comp = /BZ— 4AC. Note que A é positivo, enquanto B e C podem ser positivos ou negativos.

Se C<O0, a Unica raiz positiva é I;*, independentemente do sinal de B. Se C>0, I;* e I,* sdo
reais e positivas apenas se B<0 e B2>4AC.

A estabilidade local de um ponto de equilibrio (S*,I*) pode ser determinada a partir dos
autovalores da matriz jacobiana J, que é obtida linearizando o sistema em torno de tal
solucdo [3,5]; ou seja:

_(0f, (S, )/ oS af,(S,1)/ al
J= (af: (S,1)/ oS ale S,/ 61) D=1 ®)

Segundo o teorema de Hartman-Grobman [3,5], o ponto de equilibrio (S%1*) é localmente
assintoticamente estavel se os dois autovalores A de J tém parte real negativa. Esses
autovalores s&o obtidos a partir de det(J - AI)=0, em que I é a matriz identidade. Para um
sistema de segunda ordem (em que J e I sdo matrizes 2x2), mostra-se que tais autovalores séo
as raizes de A2 - TA + A =0 sendo T o trago e A o determinante da matriz J [5]. Esse
polindmio tem raizes com parte real negativa (ou seja, o ponto de equilibrio correspondente é
assintoticamente estavel) somente se T<0 e A>0 [5].

Para I'=0, entdo T = (Ro-1)/(b+c) -e <0, A=e (1-Ro)/(b+c) > 0 se Ro<1. Logo,
a solucdo livre de doenca é localmente assintoticamente estavel se Ro<1 e instavel se Ro>1.

Para a solucéo endémica I,*, entdo T = -I:"(b+c)/ S1*- e < 0, A = aepli* > 0. Para ",
mostra-se que T = -I;*(b+c)/ S2* - e < 0, A = —-aepl;* <0. Portanto, (S1,11*) é localmente
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assintoticamente estavel e (S2*12") € instavel (pois A<0). Note que, no caso em que Ro<1
(ou seja, C>0), podem existir duas solucbes estacionarias localmente assintoticamente
estaveis. Entretanto, para isso, é necessario que B<0 e B2>4AC.

Observacgdo: ndo se pode tornar nulo o traco T associado a I:* ou I;", 0 que é uma
condi¢do necessaria para a ocorréncia de bifurcacdo de Hopf [3,5]. Portanto, ndo pode haver
ciclo-limite; ou seja, ndo pode haver oscilacdo autossustentada nesse sistema.

Em resumo, converge-se para (S1%,11*) se Ro>1. Para Ro<1, dependendo da condicéo
inicial, converge-se ou para (N,0) ou para (S111") se B<O e B2>4AC. Assim, para Ro<1,
pode haver a convivéncia de duas solucdes estacionarias atratoras.

4 Simulag¢des numéricas

A fim de ilustrar os resultados analiticos apresentados na se¢do anterior, nesta se¢do sdo
exibidas seis figuras obtidas por simulacdo numérica. Essas figuras mostram a evolugao
temporal da quantidade de individuos nas classes S (em verde), | (em vermelho) e R (em
azul). Aqui, considera-se N=1; ou seja, o tamanho total da populacéo esta normalizado,
de modo que S(t), I(t) e R(t) representam as porcentagens de suscetiveis, infectados e
recuperados no instante t.

Essas figuras foram obtidas resolvendo numericamente o sistema (1)-(3) usando o
método de integragdo de Runge-Kutta [5] de quarta ordem, com passo de integragédo
igual a 0,01. Nessas figuras, b=1/2, c=3/10 e e=1/10. O objetivo é investigar o efeito da
variacdo dos valores dos parametros a e g que sdo, respectivamente, a constante de taxa de
contagio e a constante que reflete a influéncia dos recuperados. Esses parametros,
relacionados aos contatos sociais que ocorrem na populagdo, sdo aqueles cujos valores
podem ser mais facilmente controlados por meio de medidas que restrinjam a movimentacao
da populacdo. Os valores dos parametros b, c e e, relacionados a cura e morte, sdo mais
dificeis de serem modificados na pratica, pois exigem investimentos em pesquisas por novos
medicamentos, investimentos na melhora do sistema de saude publica, etc.

Na Figura 1(a), a=2/10 e q=1/10; na Figura 1(b), a=2 e q=1/10; na figura 1(c), a=2
e q=1. Assim, de 1(a) para 1(b), o valor de a aumentou; e de 1(b) para 1(c), o valor de g
aumentou. Nessas trés figuras, a condicao inicial é S(0)=9/10, 1(0)=1/10 e R(0)=0
(assim, inicialmente, a populagdo é formada por 90% de suscetiveis e 10% de infectados).

Na Figura 1(a), tem-se Ro=0,25<1 e a doenca tende a desaparecer naturalmente na
populacéo, ja que se converge para o ponto de equilibrio livre de doenga. Na Figura 1(b),
tem-se Ro=2,5>1. Nesse caso, a solucdo atratora obtida numericamente corresponde ao
ponto de equilibrio endémico dado por (S1%,11")=(0,38;0,10), 0 que estd de acordo com 0s
valores calculados a partir das Equacdes (5) e (6). Assim, aumentando-se a taxa de encontro
entre S e | (aumentando o valor de a), a doenca pode se tornar endémica.

Na Figura 1(c), tem-se também Ro=2,5 e a solucdo atratora é (S:*1:*)=(0,25;0,13).
Comparando 1(b) com 1(c), observa-se uma diminui¢do na porcentagem de suscetiveis
e um aumento na porcentagem de infectados em regime permanente, gracas a um
aumento na participacdo dos recuperados (um aumento no valor de g) na disseminagéo
do agente infeccioso.
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Na figura 2(a), a=2/10, q=16, S(0)=53/100, 1(0)=7/100 e R(0)=40/100. Na
figura 2(b), a=2/10, q=20, S(0)=53/100, [(0)=7/100 e R(0)=40/100. Na figura 2(c),
a=2/10, q=20, S(0)=9/10, 1(0)=1/10 e R(0)=0. Nessas trés figuras, Ro=0,25<1.
Comparando 2(a) com 2(b), percebe-se que um aumento no valor de g acima de um nimero
critico g € suficiente para tornar endémica a doenga, mesmo com Ro<1. Nesse caso, o valor
critico de g é 16,7 (obtido de B<0 e B2>4AC). Comparando 2(b) com 2(c), nota-se que,
partindo de outra condicdo inicial, pode-se convergir para a solucdo livre de doenca mesmo
para q>(c.
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Figura 1: Evolugdes temporais de S(t)/N (verde), I(t)/N (vermelho) e R(t)/N (azul) para
N=1. Assim, o eixo vertical representa as porcentagens de S, | e R. A condicéo inicial é
(5(0),1(0),R(0))=(9/10,1/10,0). Os valores dos parametros sdo b=1/2, c=3/10, e=1/10
eem(a) a=2/10e q=1/10;em(b) a=2e q=1/10; eem (c) a=2 e q=1.
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Figura 2: Evolugdes temporais de S(t)/N (verde), I(t)/N (vermelho) e R(t)/N (azul) para
N=1. Os valores dos parametros sdo a=2/10, b=1/2, c=3/10, e=1/10 e em (a) q=16,
$(0)=53/100, 1(0)=7/100 e R(0)=40/100; em (b) q=20, S(0)=53/100, 1(0)=7/100 e
R(0)=40/100; e em (c) q=20, S(0)=9/10, 1(0)=1/10 e R(0)=0.

5 Conclusodes

Neste trabalho, considerou-se a influéncia da parcela da populacéo recuperada (e, conse-
guentemente, imune) na disseminagdo de um agente infeccioso que se propaga via
contatos sociais entre suscetiveis e infectados. Talvez, essa influéncia seja crucial para
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explicar a persisténcia na populacdo humana de algumas doencas contagiosas tipicas de
criancas. Aqui, foram obtidos resultados analiticos a respeito das coordenadas e das
estabilidades locais dos pontos de equilibrio, que sdo as Unicas solugbes atratoras do
modelo proposto. Mostrou-se que, para Ro>1, converge-se para o ponto de equilibrio
endémico (S111%); para Ro<1, converge-se ou para (Si*11*) ou para o ponto de equilibrio
livre de doenca (N,0), dependendo da condicéo inicial e dos valores dos parametros.

Resta verificar se o modelo €, de fato, valido para descrever a dindmica de doencas
contagiosas tipicas de criancas. A validade desse modelo pode ser testada confrontando
suas previsdes com dados epidemiolégicos reais, como feito em [8].
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