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Resumo. Considere duas populagdes de neurdnios, uma excitatdria e outra inibitéria, de modo
que essas populacdes estdo intra e interconectadas. O modelo de Wilson-Cowan descreve a
evolucdo temporal da atividade dessa rede neural. Aqui, estuda-se analiticamente uma verséo
desse modelo e mostra-se que tal atividade pode ser oscilatoria.
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1 Introducéo

Em diversos estudos em neurociéncia, assume-se que o elemento basico ndo é um Unico
neurdnio, mas é, sim, um conjunto de neurénios. Como exemplo, pode-se citar a coluna
cortical, tipicamente formada por dezenas de neurbnios, e que pode ser considerada
como a unidade de processamento do coértex cerebral [1]. Um modelo famoso que
descreve a evolugdo temporal da atividade (elétrica) de populacBes neuronais € aquele
gue foi proposto por Hugh R. Wilson e Jack D. Cowan [11], em 1972. Tal modelo
consiste de duas equagbes diferenciais de primeira ordem néo lineares, que representam
as interagdes entre duas populagdes de neurbnios que sdo distinguidas pelo fato de que
seus axoOnios terminam em sinapses que sdo ou excitatdrias ou inibitorias. Assim, as
variaveis do modelo de Wilson-Cowan sdo as atividades das populacbes de neurbnios
excitatérios e de neurénios inibitérios, que variam com o passar do tempo. Essas
populacdes podem receber estimulos advindos de outras estruturas neurais, musculares,
sensoriais.
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Conjectura-se que o sincronismo entre disparos neuronais seja fundamental para a
realizacdo bem sucedida de fun¢bes cognitivas que necessitam da interacdo coordenada
de neur6nios distribuidos em diversas areas do cérebro. Como exemplo de tais fung@es,
podem-se citar [6,9]: a correta percepcao de estimulos visuais e auditivos, a formacéo de
memoria, a capacidade de se concentrar durante a resolucdo problemas, a realizacdo de
“insights” (a determinagdo de um resultado de modo repentino e intuitivo). Portanto,
neurdnios sadios se sincronizam.

Como atividade oscilatéria é usualmente observada no sistema nervoso de animais
[1,4] e como tal tipo de atividade pode estar relacionada & emergéncia de sincronismo
[6,9], neste trabalho investiga-se analiticamente a existéncia de solucdo oscilatéria
autossustentada numa verséo do modelo de Wilson-Cowan.

Este trabalho sobre neurodindmica esta assim organizado. Na Secdo 2, descreve-se a
versdo do modelo de Wilson-Cowan aqui investigada. Na Se¢do 3, obtém-se resultados
analiticos sobre atividades estacionaria e oscilatéria. Na Secdo 4, apresentam-se
simulagGes numéricas, com a intencgdo de ilustrar os resultados da Secdo 3. Na Secéo 5,
discutem-se a contribuicdo e a limitacdo deste trabalho.

2 O modelo de Wilson-Cowan

O modelo de Wilson-Cowan tem sido empregado em varios estudos tedricos sobre
dindmica de redes neurais, com o objetivo de tentar entender os padrdes de disparos
observados experimentalmente em sistemas nervosos reais [2].

Considere que x(t) e y(t) representem a atividade da populagdo de neurbnios excitatorios
e a atividade da populacdo de neurénios inibitérios, respectivamente. Suponha que x(t)=0 e
y(t)=0 correspondam a atividade basal, de modo que valores negativos de x(t) e y(t)
indicam uma atividade abaixo desse nivel basal. Segundo Wilson e Cowan, a evolugdo
temporal de x(t) e y(t) pode ser descrita pelas seguintes equacdes diferenciais [7,11]:

dx(t)/dt = f;(x(0), y(t)) = —ax(t) + S(wx(t) — by(t) + M(D) (1)
dy(t)/dt = f,(x(D),y(©) = —dy(t) + S(cx(t) — ey(D) + N(1)) 2

em que a e d sdo as constantes de taxa de decaimento (exponencial) natural da atividade da
populacdo excitatoria e da populagdo inibitoria, respectivamente; w é a intensidade da
autoconexdo da populacdo excitatéria, e é a intensidade da autoconexdo da populacdo
inibitoria, b é a intensidade do acoplamento partindo da populacéo inibitéria e chegando a
populacdo excitatoria, e ¢ € a intensidade do acoplamento partindo da populacéo excitatoria e
chegando a populacao inibitéria. Esses seis parametros a, b, ¢, d, e, w sd80 nUmeros positivos.
As entradas M(t) e N(t) representam estimulos oriundos, por exemplo, de outras estruturas
neurais, e que afetam, respectivamente, as populagdes excitatdria e inibitdria em estudo.

De acordo com os autores do modelo [11], a funcéo S(z) é “qualquer” funcdo sigmoidal,
ou seja, qualquer fungdo com um Unico ponto de inflexdo, monotonamente crescente e que
satura para z——oo e para z—+o. A funcdo sigmoidal por eles escolhida foi
S(z)=1/(1+exp(—z)); entretanto, essa escolha de S(z) dificulta investigagdes analiticas.
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Uma funcdo sigmoidal que possibilita estudos analiticos é S(z) =z/v1 + z2. Essa
funcdo foi usada por Monteiro e colegas [7] na analise das Equacgdes (1)-(2) tomando e=0.
Aqui, supbe-se que e+0, a«1 e d«1. Os resultados apresentados a seguir sdo originais.

3 Resultados analiticos

Considere M(t)=M e N(t)=N, com M e N constantes. Tais entradas constantes podem
representar valores médios dos estimulos recebidos pelas populagdes neurais em questdo.
Nesse caso, o sistema apresenta solugdes estacionarias, ou seja, solugdes (x(t),y(t))=(x"y*)
com x* e y* constantes. Tais constantes sdo determinadas a partir de f;(x"y")=0 e f2(x",y")=0.
No espaco de estados x X Y, solugdes estaciondrias correspondem a pontos de equilibrio
[3,8]. Se a«1 e d«1, verifica-se que ha um Unico ponto de equilibrio, cujas coordenadas sao:

x*= [(e+d)M — bN]/[(1-5)bc] 3)
y*=[cM — (Ww—a)N]/[(1-8)bc] 4)

com 6=(w-a)(d+e)/(bc).

A estabilidade local de um ponto de equilibrio (x*,y*) pode ser inferida a partir dos
autovalores da matriz jacobiana J, que é obtida linearizando o sistema em torno desse ponto
[3,8]; ou seja:

] = (afl xy)/ ox ofi(xy)/ 0)’) 5)
0f,(x,y)/ 0x 0f,(x,y)/ dy/ &xy)=&"y)

De acordo com o teorema de Hartman-Grobman [3,8], (x"y*) é ponto de equilibrio
localmente assintoticamente estavel se os autovalores A de J possuem parte real negativa.
Esses autovalores sdo determinados a partir de det(] - AI)=0, sendo I a matriz identidade
[3,8]. Para um sistema de segunda ordem, os autovalores sdo as raizes de A2 - TA + A = 0,
emque T é o traco e A é o determinante da matriz J. Esse polinbmio tem raizes com parte
real negativa (ou seja, o ponto de equilibrio correspondente é assintoticamente estavel)
somente se T<0 e A>0 [3,8]. Para a«1 e d«1, mostra-se que:

T =w- (a+d+e) (6)
A = (1-8)bc (7

Portanto, (x"y") é localmente assintoticamente estavel se w<(a+d+e) e 0<6<1. Como T e
A independem de M e N, entdo entradas constantes ndo alteram a estabilidade do ponto de
equilibrio dado pelas Equacbes (3) e (4). Assim, os parametros que determinam a
estabilidade da solucéo estacionéria (x(t),y(t))=(x"y") sdo apenas aqueles relacionados com
0 acoplamento das populagfes neuronais.

Ciclo-limite (ou seja, oscila¢do autossustentada) pode passar a ser solugdo de um sistema
dindmico de tempo continuo via bifurcacao de Hopf [3,8]. O sistema de Equacgdes (1) e (2)
sofre uma bifurcacdo de Hopf para a combinacdo de valores de pardmetros tais que T=0 e
A>0. Portanto, o valor critico w. da intensidade da autoconexdo da populagdo excitatoria,
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associada ao surgimento de ciclo-limite, é w.=(a+d+e). Considerando a populacdo
inibitoria, o valor critico e. da respectiva autoconexao é e.=w-(d+a). Assim, ha ciclo-limite
se w>w, ou se, para w>0, entdo e<e.. Os valores das constantes b e ¢, que representam as
conexdes entre as duas populacfes, ndo afetam o traco T; logo, o sistema ndo pode sofrer
bifurcacéo de Hopf com a variagéo das intensidades dessas conexdes.

Note que, com entradas constantes e na auséncia da autoconexao excitatoria (w=0), as
atividades das populagbes neuronais ndo podem ser oscilatorias. Entretanto, na presenca
dessa autoconexao, tais atividades podem oscilar espontaneamente, mesmo no caso em que
as populagbes ndo recebem estimulos periodicos. Esse resultado é relevante, pois redes neu-
rais bioldgicas podem exibir atividade oscilatéria mesmo quando nédo sdo estimuladas [4].

4 Simulag¢des numéricas

Com a intencdo de ilustrar a analise apresentada na secdo anterior, nesta secdo sdo
mostradas figuras geradas por meio da resolu¢do numérica as Equacgdes (1) e (2),
partindo da condicao inicial (x(0),y(0))=(0,0). Para isso, utilizou-se o método de
integracdo de Runge-Kutta [8] de quarta ordem, com passo de integracéo igual a 0,01.

As figuras mostram as evolugGes temporais de x(t) e y(t) e as respectivas trajetorias
no espacgo de estados x X y. Na Figura 1, a=1/10, b=1, c=1, d=1/10, e=1/2, w=3/10,
M=1 e N=0. Na Figura 2, w=4/5; na Figura 3, e=5/100 (nas Figuras 2 e 3, 0os demais
pardmetros tém os mesmos valores que foram usados na Figura 1).

Na Figura 1, o atrator das Equacdes (1) e (2) ¢é a solucdo estacionaria (x",y)=(0,68;1,1),
que coincide com aquela calculada usando as Equacdes (3) e (4) (deduzidas supondo a«1 e
d«1). Nesse caso, das Equagdes (6) e (7), obtém-se T=-0,40<0 e A=0,88>0, 0 que
corrobora a estabilidade assintética da solucéo estacionaria.

Nas Figuras 2 e 3, o atrator € um ciclo-limite: na Figura 2 tem-se w=0,80>w.=0,75 e,
na Figura 3, tem-se e=0,05<e. = 0,1. Observe que, de fato, o sistema sofre bifurcacdo de
Hopf se a autoconexdo excitatdria supera w,, ou se, para w>0, a autoconexao inibitoria fica

abaixo de e..
2 2 2
x 1 \ > 1 > 1
00 20 40 60 00 20 40 60 00 1 2

t t X
Figura 1: Evolucbes temporais de x(t) e y(t) e a trajetdria correspondente no espago de

estados x X v, a partir da condicao inicial (x(0),y(0))=(0,0). Os valores dos parametros sdo
a=1/10, b=1, c=1,d=1/10, e=1/2, w=3/10, M=1 e N=0.
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Figura 2: Evolugdes temporais de x(t) e y(t) e a trajetdria no espaco de estados x X y para
w=4/5 (0s demais valores de parametros sdo iguais aos usados na Figura 1).

1 2 2
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1 0 0
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Figura 3: Evolugdes temporais de x(t) e y(t) e a trajetdria no espaco de estados x X y para
e=5/100 (os demais valores de parametros sdo iguais aos usados na Figura 1).

5 Conclusoes

Aqui, analisou-se 0 modelo de Wilson-Cowan, considerando que sdo “pequenos” os
valores das constantes de taxa a e d que expressam o decaimento natural das atividades
das populagdes excitatdria e inibitdria (isto é, supondo a«1 e d«1). Esse estudo analitico
foi possivel gragas a funcdo sigmoidal convenientemente escolhida (a saber, S(z) =

z/V1 + z?). Com essa escolha, mostrou-se que, para entradas constantes, as atividades
das populacBes que formam a rede neural em questdo podem convergir para solucao
estacionaria ou para solucdo periodica. Solugcdo periodica existe somente se a
intensidade da autoconexdo da populacdo excitatéria se encontra acima de um valor
critico (ou seja, se w>w.=a+d+e). Para w>0, entdo solucdo periddica pode ser gerada
diminuindo a intensidade da autoconexdo da populacdo inibitéria a um valor abaixo de
um namero critico (ou seja, se e<e.=w-d-a). Esses resultados sugerem que, para
compreender os padrBes de atividade de redes neurais bioldgicas, é relevante determinar
experimentalmente em que medida neurdnios excitatorios estimulam neurdnios excitatorios,
e em que medida neurdénios inibitérios estimulam neurdnios inibitdrios.

Numericamente, a dindmica de redes de Wilson-Cowan acopladas ja foi investigada
[5,10]. Num préximo trabalho, pretende-se acoplar duas redes de Wilson-Cowan (ou
seja, dois pares de populacdes excitatorias e dois pares de populagdes inibitdrias) e
investigar, analiticamente, se para parametros e entradas constantes, a dindmica pode se
tornar cadtica. De fato, caos ndo pode surgir na rede neural aqui analisada, pois ela é

DOI: 10.5540/03.2016.004.01.0008 010008-5 © 2016 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2016.004.01.0008

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 4, N. 1, 2016.

descrita por um sistema ndo linear de segunda ordem que é autbnomo, de tempo
continuo, e com campo vetorial continuo [3,8]. Entretanto, caos pode surgir em sistemas
nao lineares de tempo continuo de ordem maior ou igual a trés. Registros eletroencefalo-
gréficos, tipicamente aperiodicos, sdo mais similares a um padréo cadtico de atividade
neural do que a um padrdo estacionario ou periodico, que sdo 0s que podem existir na
versdo do modelo aqui analisada.
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