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Resumo. Uma versao uniforme do principio de invariancia de LaSalle para sistemas
periodicos é proposto e demonstrado neste trabalho. Esta versao é ttil para obter esti-
mativas uniformes, com relagdo aos parametros, do atrator e da regiao de atracao de um
sistema dinamico periédico.
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1 Introducao

O Principio de Invariancia de LaSalle [3,4] estuda o comportamento assintético das
solucoes de um sistema sem a necessidade de conhecer explicitamente as solugoes das
equacoes diferenciais. Para isto, uma funcao escalar auxiliar, usualmente denominada
funcao de Lyapunov, é utilizada. Mesmo sendo um resultado de extrema importancia em
diversas aplicagoes, apresenta alguns problemas, sendo o principal deles a nao existéncia de
um método especifico para encontrar a funcao escalar auxiliar ou também chamada funcao
de Lyapunov. Uma das condigbes mais restritivas na busca por esta fungao é que a derivada
da mesma deve ser semi-definida negativa ao longo das trajetérias do sistema. Em varios
sistemas, € dificil encontrar uma funcao escalar satisfazendo as condigoes do principio de
invariancia e em particular satisfazendo a condicao da derivada ser semi-definida negativa.

Uma versao mais geral do principio de invariancia, denominada extensao do principio
de invariancia de LaSalle, simplifica em parte este problema, permitindo que a derivada
da funcao escalar assuma valores positivos em algumas regices limitadas do espaco. Esta
extensao foi provada para outras classes de sistemas [1,6,8,10,11]. Além da sua importancia
na teoria de estabilidade de sistemas dinamicos nao lineares, a extensao do principio de
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invariancia foi aplicada com sucesso em problemas de andlise de estabilidade de sistemas
elétricos de poténcia [2], e em problemas de sincronizagao [5,8,10].

Neste trabalho, investigamos a existéncia de um principio de invaridncia uniforme para
a classe de sistemas periddicos. Este resultado é 1til para obter estimativas de atratores
uniformes com respeito a seus parametros.

2 Extensao do Principio de Invariancia para Sistemas peri6-
dicos

Nesta se¢ao, uma revisao do principio de invariancia para sistemas periddicos [12] e
sua extensao ¢é apresentada. Considere o sistema dinamico nao auténomo nao linear

i = f(t,x) (1)

onder €R", t€Re f:RxR* — R" éde classe C. As solugdes de (1) iniciando em g
no tempo ty serao denotadas por s(t, to, o).

Antes de apresentarmos o teorema do principio de invariancia para sistemas periédicos,
necessitamos definir alguns conjuntos de nivel. Dado uma funcao escalar V : R x R — R
de classe C!, sdo eles: S(L) := {r € R": 3t € R tal que V(t,z) < L}, A(L) :== {x € R":
V(t,z) < L, Yt € R} e S(I) :={z € R" : 3t € R tal que V(t,z) <1}, A(l) :={z € R":
V(t,x) <l, Vt € R}.

Sob certas condicoes sobre a derivada da funcao escalar V', podemos mostrar que os
conjuntos de nivel S(L) e A(L) possuem algumas propriedades de invariancia, a qual omi-
tiremos aqui [7]. Assim, apresentamos o principio de pnvariancia para sistemas periédicos.

Teorema 2.1. [12][Principio de Invariancia para Sistemas Periddicos] Suponha que o
sistema (1) seja periddico e V : R x R* — R seja uma fungdo de classe C tal que V
seja periddica e com o mesmo periodo do sistema (1). Seja L € R uma constante real, e
considere os conjuntos S(L) e A(L). Suponha que S(L) seja limitado e V(t,x) < 0,Vt €
R,Vz € S(L). Defina E := {x € S(L) : 3t € R tal que V(t,z) = 0}. Seja B o maior
conjunto invariante contido em E. FEntao: (i) zg € A(L) = s(t,to,z9) — B quando
t — 400 para todo ty € R; (i1) zog € S(L) = Jto tal que s(t,to, zo) — B quando t — +oo.

A extensao do principio de invariancia de LaSalle para sistemas periédicos é apresen-
tada, omitindo sua demonstracao [7]. A caracteristica fundamental desta extensao é a
possibilidade da derivada da funcao escalar auxiliar V' assumir valores positivos em algu-
mas regioes limitadas do espago de estados. Alguns lemas estudam a invariancia de S(L)
e A(L) quando V > 0. Com esses resultados, entre outros [7], apresentaremos o teorema.

Teorema 2.2. [7/[Extensao do Principio de Invariancia para Sistemas Periddicos] Su-
ponha que o sistema (1) seja periddico e V : R x R — R seja uma funcdo de classe C!
tal que V' seja periddica e com o mesmo periodo do sistema (1). Seja L € R uma cons-
tante real, e considere os conjuntos S(L) e A(L). Suponha que S(L) seja limitado. Seja
C D {x e S(L):3tV(txz) >0} e admita que SUP(¢,zyefo,r)xc V(6 2) = 1 < L. Defina
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S(1), A(l) e E:={x € S(L) : 3t € R tal que V(t,x) = 0}US(l). Seja B o maior conjunto
invariante contido em E. Entao: (i) xo € A(L) = d(s(t,to, x0), B) = 0 quando t — oo
para todo ty € R; (i1) xg € S(L) = Tty tal que d(s(t,to,x0), B) — 0 quando t — oo; (iii)
xo € A(l) = s(t, to, x0) tende para o maior conjunto invariante contido em S(l) para todo
to € R; (iv) zg € S(I) = Tty tal que s(t,ty,z9) tende para o maior conjunto invariante
contido em S(1).

Figura 1: As solugbes que iniciam Figura 2: As solugbes que ini-
em A(L) nao saem de S(L), e para ciam em A(l) nao saem de S(I).
as solugoes iniciando em S(L), existe As solugoes iniciando em A(L) nao
to tal que a solugao iniciando neste saem de S(L) e, uma vez entrando
tempo nao sai de S(L). em S(), ndo saem de S(I).

As Figuras 1 e 2 ilustram geometricamente os resultados dos Teoremas 2.1 e 2.2,
respectivamente.

3 Principio de Invariancia Uniforme para Sistemas Periodi-
cos

Nesta secao consideramos incertezas nos parametros do sistema e desenvolvemos um
Principio de Invariancia Uniforme. O principio de invariancia uniforme para sistemas
periddicos € ttil para obter estimativas de atratores uniformes com respeito a seus parame-
tros. Considere o sistema dinamico nao auténomo nao linear

i = f(t,z,\) (2)

onde x € R", t € Re A € A C R”™ é um vetor de pardmetros do sistema. Seja f :
R x R® x A — R” uma funcéo de classe C*.

Teorema 3.1 (Principio de Invariancia Uniforme para Sistemas Periddicos). Suponha que
o sistema (2) seja periddico, que V : R x R™ x A — R seja uma funcdo de classe C* tal
que V' seja periddica e com o mesmo periodo do sistema (2) e a,b,c: R x R" — R sejam
fungoes continuas e periédicas, com o mesmo periodo do sistema (2). Admita que para
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qualquer (t,z,A) € R x R™ x A, tem-se a(t,x) < V(t,x,\) < b(t,z), =V (t,z,\) > c(t,x).
Para L > 0, seja S(L) := {x € R" : 3t € R tal que a(t,x) < L}. Admita que S(L) seja
nao-vazio e limitado. Considere os conjuntos A(L) := {x € R" : b(t,z) < L,Vt ¢ R}, C' D
{z € A(L) : 3t tal que c(t,z) < 0}. Suponha que sup( z)cpo,r)xc b(t, ) <1 < L e defina
0s conjuntos S(I) := {x € R™ : 3t € R tal que a(t,z) <1} e A(l) := {x € R" : b(t,x) <
[,Vt € R}. Defina E := {x € S(L) : 3t € R tal que c(t,x) =0} U S(l) e seja B o maior
conjunto invariante contido em E. Se X € um parametro fixo em A e todas as condigoes
sao satisfeitas, entao para xog € A(L) a solugao s(t,to,zo,\) € definida em [tg,00) e as
sequintes conclusoes sao obtidas: (i) Se xog € A(l) entdo s(t,to, xo,A) € S(I) parat >ty e
d(s(t,to,z0,A), B) — 0 quando t — oo para todo ty € R; (ii) Se xy € A(L) — A(l), entdo
s(t, to, xo, ) nao sai de S(L) e d(s(t,to, xo,A), B) = 0 quando t — oo para todo ty € R.

Demonstracao. Provaremos primeiramente a afirmacao (i). Sejam xg € A(l) e [to,wp) 0
intervalo maximal de existéncia da solucao s(t,to, zo, ) de (2). Suponha que existe ¢ €
[to,wp) tal que s(t,to, zo, A) ¢ S(1). Entao, temos que V (to, s(to, to, xo, A)) < b(to, s(to, to,
70, N\)) < 1 e V(L,s(t tg, 20, \), \) > a(t, s(t, to, 20, \)) > [, o que implica que existe £ < £
tal que V(t,s(t,to, 0, N\), A\) = [ e b(t,s(t,to,z0,\)) > V(t,s(t,to,0,A),\) > | para
t € (t,). Logo s(t,to, 70, \) ¢ A(l) para t € (£,1), o que nos leva a uma contradicio, pois
—V(t, s(t,to, zo, A), A) > c(t, s(t, to, xo, A)) > 0, o que significa que V' (¢, s(t, to, o, \), A) é
uma funcao decrescente de ¢ neste intervalo. Como s(t, tg, z9,\) € S(I) C S(L),Vt >ty e
S(L) é limitado para t > tg, entao S(l) é limitado para t > ¢y, o que implica que w), = 0o
e portanto s(t,to,xg,A) € S(I),Vt € [tg,00). Portanto, temos que o conjunto -limite,
Q(to, xo, A) = Qy, é ndo-vazio e a solugao s(t, tg, zg, \) — 2\ quando t — co. Como ) é
um conjunto invariante [7] e Q) C S(I), entao a solugao s(t,tp, g, A) tende para o maior
conjunto invariante de (2) contido em S(I), quando ¢ — oo, provando assim a afirmagao
(1).

Para provar a afirmacao (ii), considere zp € A(L) — A(l) e seja [to,wp) O intervalo
maximal de existéncia da solugao s(t,tg, zg, A) de (2). Se existir t* tal que s(t*, o, 0, \) €
A(l), entdao o problema se reduz ao item anterior. Suponha agora que s(t,to,zo,\) ¢
A(l) para t € [to,wp) e portanto s(t,to,xz0,A) ¢ C para t € [to,wp). Se existe t €
[to,wp) tal que s(t,to, z0,A) ¢ S(L) entao L < a(t, s(t, to, zo, N)) < V(1,s(L,to, xo, A), A) e
V (to, s(to, to, xo, A), A) < b(to, s(to, to, o0, A)) < L, contradicao, uma vez que fora de A(l)
temos que V (¢, s(t, to, x9, A),\) < 0. Para o tempo t € [to,wp), temos que a(t, s(t,to, xo,
)\)) < V(t, S(t, to, Zo, )\), )\) < V(to, S(t(), t(), Zo, /\), )\) < b(t(), S(to, t(), o, )\)) = b(to, .CC[)) < L
e portanto, s(t,to,xo,\) € S(L),Vt € [tg,wp),VA. Como S(L) é limitado entdo w, = oo.
Sendo 2 o conjunto Q-limite de s(¢, tg, g, A), temos que Q) C {x € R" : t > tg,a(t,x) <
b(to, .’Eo)} )

Como s(t,tg, g, \) ¢ C,Vt > to, entao —V(t,x,\) > c(t,x) > 0,Yt > to, implicando
em —V(t,x, A) > 0,Yt > t, isto é, V(t,x, A) < 0. Assim, V é uma funcao decrescente e
entao V(t, S(t, t(], Zo, )\), )\) < V(to, S(to, to, Zo, )\), /\) < b(to, S(to, to, Zo, )\)) = b(to, .212‘0) < L.
Por hipétese V' é continua e periddica em t e, por S(L) ser limitado, entdo V' é limitada, em
particular, inferiormente limitada para t > tg, entao lim V (¢, s(t, to, o, \),\) = o € R.

1— 00
Seja p € Q). Entao existe uma sequéncia {¢;},t; — oo tal que s(t;,to, x9, \) — p. Para
cada i, encontra-se k; € Z tal que t; — k;T € [0,T"). Entao a sequéncia {r;} = {t; — k;T} é
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limitada, e portanto admite uma subsequéncia convergente. Kscolha tal subsequéncia
{r;} = {t; — k;T} e enumere mais uma vez como {r;}. Seja 7 € [0,T) seu limite.
’ / ’ / ’ iod. da V ’ ’
V(ti,8<ti,t0,$o,)\),/\) = V<Tz' + kiT,S(ti,tg,aJo,)\),)\) e V(Tia s(ti7t07x07A)7)\)7
onde t; = Ti/ + k;T. Entao podemos concluir que o = lim V(t;,s(t;,to,xo,)\),/\) =
11— 00

cont. da V

, t0, T0, )\)7 A)

Vamos mostrar que V (u, s(u, 7,p, A), \) = a, Yu € R. Temos que s(u+k;T,to, zg,\) —

s(u, T,p, A) quando i — oo [7]. Logo, a = lim V(u+k;T, s(u+k;T,to, zo, \), \) period. da ¥
71— 00

V(r,p,\), implicando em V(7,p, \) = a.

lim V(Ti/, s(t;
12— 00

lim V(u, s(u+k;T,tg, x0, ), \) = V(u, s(u, 7,p,A),\). Como Q) é um conjunto invariante
1—00

entdo s(u,7,p, A) € Qy, Vu. Portanto V(u,s(u, 7,p, A), A) = a,Yu = V(r,p, A) = 0.
Como CNQy = @ e Q C S(L) entdo 0 = —V(t,z,\) > c(t,z) para = € Q) e

t > to. Logo Q) C E e portanto s(t,tg, g, A) tende para o maior conjunto invariante de

(2) contido em F, quando t — oco. Portanto, provamos a segunda afirmacao do teorema.[]

Com a existéncia das fungoes a,b e ¢, as quais nao dependem dos parametros do
sistema, é garantida a uniformidade com relacao aos parametros. A Figura 3 representa
o Teorema 3.1.

Figura 3: As solucoes iniciando em A(L) nao saem de S(L). Para as solugbes inciando em
S(L) — A(L) nada se pode conluir (observe que a solugdo iniciando em x5 deixa o conjunto S(L)
e nao retorna). As solugdes que entram em A(l) ndo saem de S(1).

Exemplo 3.1. Considere o sistema dinamico nao linear e periddico descrito pela equagdo
diferencial: & = —x(z? +y? — 1) + y(a +sin(t)); ¥y = —z(a +sin(t)) —y(z? + 3% - 1) (3),
onde o« € um parametro do sistema. Seu valor nominal é « = 2 e existe uma incerteza.

De +5% em sua determinacao deste parametro. Portanto, o parametro pertence ao
seguinte subconjunto de R: A := {A == a € R : a,,, < a < ap}, onde ay, = 1,9 e
ay =2, 1.

Vamos empregar o principio de invariancia uniforme (Teorema 3.1) para obter uma
estimativa do atrator uniforme com respeito a seus parametros.

Considere a fungao V(a,t,z,y) = af;gé) que é uma funcao periédica com o mesmo
periodo do sistema (2). Podemos escolher as fungoes a e b como sendo a(t,x,y) =
22 4 2 22 4 2 ‘ )
—————— e b(t,x,y) = —————. Calculando a derivada de V ao longo das solugoes

aps + sin(t) Qyy, + sin(t)
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6
de (2), obtém-se a seguinte estimativa: V(a,t,z,y) = —%[2@?2 + 92 — 1)(a +
sin(t)) + cos(t)]. Temos que: —V > 2(231?2 — git%é 1+2(apy—1)] =c(t,z,y) == (2? +

y?) [v(@? + y?) — B], onde v = ﬁ e = % Observe que c(t,x,y) < 0 se, e so-

mente se 22412 < é Definindo o conjunto C := { z € S(L) : 3t € R tal que 2% +y> < ﬁ},
Y Y

temos que sup b(t,z) = sup ———— = sup = =

(t,x)€[0,T|xC (t,2)€[0,T]xC Om + sin(t) zeC Qm — 1 Y(om — 1)
5,9534 < [ :=5,96. Logo, S(I) := {(z,y) € R";2? + y? < 18,476} e A(l) := {(z,y) €
R™; 22 4+ y% < 5,96}. Portanto, as hipéteses do Teorema 3.1 sdo satisfeitas e entdo temos
que as solugoes tendem para o maior conjunto invariante contido em S(1).

A estimativa anterior assim como uma representacdo numérica do atrator estao mos-
tradas na Figura 4 para dois vetores de parametros diferentes. A circunferéncia externa é
representada conjunto S(I) e a circunferéncia interna conjunto A(l).

Figura 4: Estimativa uniforme do atrator global do sistema (3) para a,, = 1,9 e apy = 2,1. As
trajetorias iniciando nos pontos (1, 1,5) e (-2, 1,5), para o = 2, tendem para o mesmo atrator
periédico dentro de S(I).

4 Conclusoes

Neste trabalho, um principio de invariancia uniforme para a classe de sistemas periodi-
cos foi demonstrado. A principal caracteristica deste resultado é a possibilidade de con-
siderarmos incertezas na determinagao dos parametros do sistema. Este resultado foi util
para obtermos estimativas de atratores uniformes, com respeito a seus parametros, de
sistemas periddicos.
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