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Resumo O trabalho apresenta a investigacao da dindmica de um modelo matematico dis-
creto do cancer, composto de trés populagoes de células que interagem entre si, através da
andlise de diagramas de bifurcagao. Propoe-se um método de construgao de tais diagramas
baseado na dinamica das populagoes. As investigacoes qualitativas sugerem caminhos para a
realizagao de experimentos in vivo e que o método de discretizacao das equagoes de governo
tem influéncia nos diagramas de bifurcagao obtidos.
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1 Introducao

O cancer é uma das principais causas de morte por doenca no Brasil e no mundo e
ainda um desafio para a ciéncia. Sob muitos aspectos, ele pode ser visto como um sistema
dinamico complexo, sendo a modelagem matemadtica uma ferramenta 1til de investigagao
para compreensao do fend6meno e/ou para indicar caminhos para estudos experimentais.
De fato, sistemas cujas interagoes em microescalas apresentam resultados completamente
diferentes de interagoes em mesoescalas, a realizacao de experimentos é dificil e, em alguns
casos, impossivel [7].

Modelos do cancer baseados na equagoes de Lokta-Volterra sao conhecidos por exibi-
rem dinamica cadtica quando um ou alguns de seus parametros de controle atravessam
valores criticos. Por isso, a teoria de bifurcagao constitui um caminho para sua inves-
tigacao quando se pretende analisar pequenas perturbagoes em parametros das equacoes
de governo e a topologia do retrato de fases do sistema. A representacao da topologia do
retrato de fases de um sistema, através da teoria de bifurcacao, da-se pela construcao de
diagramas de bifurcagao que, por sua vez, nao possuem métodos universais de construcao.

Trabalhos recentes investigaram a aplicacao da teoria de bifurcagao em modelos cadticos
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do cancer, indicando novos caminhos para o conhecimento sobre a interagao das populagoes
de células [1,2]. Os resultados desses trabalhos apresentaram concordancia com alguns
fenémenos clinicos e sugeriram estratégias para tratamento do tumor. Segundo [2], a agao
sobre as células normais parece ser a melhor estratégia para investigar o cancer, pois é
possivel diminuir a acao das células do tumor através de uma acao sobre as células normais
ou atuando diretamente na destruicao das células doentes.

Apesar disso, ainda sao poucos os modelos sobre o crescimento de um tumor que pos-
suem consideragoes sobre situacoes em que as populagoes de células apresentam compor-
tamento cadtico. Apesar das evidéncias experimentais da presenca de caos deterministico
em modelos do cancer, estas nao sao abundantes e claras [3].

A maioria dos modelos para crescimento de um tumor é baseada em equacoes diferen-
ciais. Nesses casos, para efeitos de simulacao numérica, a utilizagao do método de Runge-
Kutta de quarta ordem é suficiente. Entretanto, em alguns casos, é de interesse substituir
as equacoes diferenciais por equacoes de diferenca, em que o tempo é uma variavel discreta.
O trabalho de [6], por exemplo, afirma que os ciclos celulares com tempo caracteristico de
duplicacao no estagio de mitose faz do crescimento tumor um sistema de tempo discreto,
justificando abordar os modelos do cancer como mapas discretos e nao apenas como sis-
temas continuos.

Um modelo discreto pode ser obtido pela discretizagao de um modelo de equagoes dife-
renciais original. Para isso, pode-se utilizar os métodos padrao de discretizacao: Euler ou
Diferencas Centrais. Tais métodos, contudo, sao sensiveis ao valor do passo de tempo. Por
outro lado, os métodos nao-padrao de discretizacao sao menos dependentes do valor do
passo de tempo e, portanto, mais indicados quando se deseja trabalhar com valores mais
altos para o passo de tempo [5]. Outra vantagem dos métodos nao-padrao é seu custo
computacional reduzido se comparado, por exemplo, com o método padrao de diferencas
centrais ou Runge-Kutta de quarta ordem.

Nesse sentido, percebe-se um espacgo para contribuicoes para a melhor compreensao
do cancer e possibilidades de uso de novos modelos e abordagens. Por isso, o presente
trabalho utiliza a teoria de bifurcacao para investigar a dinamica de um modelo discreto
do cancer, no qual estao presentes trés populagoes de células: células normais, células
efetoras do sistemas imunoldgico e células do tumor. Propoe-se um método de construcao
de diagramas de bifurcagao baseado na dinamica de populagoes e aplica-se tal método na
investigacao de trés parametros de bifurcacao no modelo.

2 Metodologia

2.1 Modelo Discreto do Cancer

Foram aplicados os procedimentos do método nao-padrao de diferencas finitas no mo-
delo de equagoes diferenciais de [1] e construido o modelo discreto do cancer. O modelo
compartimental obtido descreve a interagao entre trés populacoes de células: x1(k) de-
signa o numero de células do tumor; zo(k) refere-se ao nimero de células normais (ou
saudéveis) e x3(k) refere-se ao nimero de células efetoras do sistema imunoldgico, que
atuam no combate ao crescimento do tumor no organismo. Cada populagao atua no
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tempo discreto k € Z,. O modelo é qualitativo, ou seja, nao é baseado em experimentos
in vivo, e projetado para um tumor homogéneo:
371(/{ + 1) = $1(k> + ¢ [371(/{)(1 — .’L‘l(k) — algafg(k) — a13x3(k7))];
F, = ¢ L2k +1) = zo(k) + @2lraza(k)(1 — 22(k)) — aziz1(K)z2(K)]; (1)

palh+1) = (k) + gl ZEITE) e (B)ws(k) — daza(h)
3 3 3 o1 (k) + ks 3121 3 3T3(K)[,
p1 =eh—1;
erzh — 1
G2 = B (2)
1 — e dsh
¢3 :Tv
em que h é passo de tempo; ¢;, para i = 1 — —3, sao as fung¢bes denominador cujos

procedimentos de construgao estao descritos em [4]. Uma vez que a natureza das leis de
crescimento nao afetam diretamente o crescimento das células do tumor e das células nor-
mais, é assumida uma lei de crescimento logistico para esses casos, ou seja, para os termos:
x1(k)(1—x1(k)) e roxa(k)(1—x2(k)); o termo ajax1 (k)x2(k) representa a competigao entre
as populacoes de células do tumor e células normais, que resulta na morte das primeiras;
a3z (k)zs(k) descreve a competicao entre as populagoes de células do tumor e efetoras do
sistema imunolégico, resultando na morte das células do tumor; 9 é a taxa de crescimento
das células normais; as; taxa de células do tumor que neutralizam células normais; o termo
rsx1(k)za(k)/x1(k) + ks mostra o estimulo do sistema imunolégico gerado pela presenga
do tumor, que possui antigenos especificos; azixi(k)x3(k) é o termo de acao das células
do tumor sobre as células efetoras e neutralizacao das segundas; o termo dsxs é a taxa
de morte natural das células efetoras do sistema imunolégico. Os valores dos parametros
descritos estao disponiveis em [1] e sdo escolhidos por produzirem um atrator caético no
espaco de fases da Eq. (1).

2.2 Diagramas de Bifurcagao

O procedimento para a construcao de diagramas de bifurcacao, sob o ponto de vista
da dinamica de populagoes, é definido como se segue:

1) Define-se os parametros de bifurcagao. Neste estudo investigou-se a variagao dos
parametros: 19, taxa de crescimento das células normais; ao;, taxa de neutralizagao
das células normais pela competicao destas com as células do tumor; a3, taxa de
morte das células do tumor em funcao da acao das células efetoras do sistema imu-
nolégico.

2) Fixa-se os demais parametros dos conjuntos de equagoes. Os valores dos parametros
foram extraidos de [1] e as condi¢bes iniciais foram (0,5;0,01;0,01).

3) Escolhe-se o passo de tempo h apropriado para as simulagbes numéricas tendo em
vista um valor que priorize o custo computacional, nao se verifique erros de can-
celamento e nao altere a estabilidade dos pontos fixos. Em [4] estd descrito um
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procedimento para escolha de h que contempla esses objetivos. Aqui, foi escolhido
o valor h = 0,1 para a construcao dos diagramas.

4) Define-se o incremento em cada parametro de bifurcagao: A = 0,001.

5) Define-se o nimero de pontos de simulagao e o valor de pontos que serao rejeitados
para evitar efeitos de estado transitorio. Um exemplo: 100.000 iteragoes das equacoes
de governo para eliminar o efeito de transiente e 20.000 iteragoes retidas.

6) Apds o passo 5) faz-se o incremento do parametro de bifurcacao e realiza-se no-
vamente as iteracoes das equagoes de governo. Este procedimento é repetido até
contemplar todo do intervalo de variacao dos parametros de bifurcacao.

7) Reter o valor maximo e minimo das varidveis de estado em cada ciclo do passo 6).
A dinamica do sistema nao sofre alteracoes com tal procedimento, mas os diagramas
de bifurcagao obtidos sao mais faceis de interpretar do ponto de vista de flutuagao
das populagoes [2].

3 Resultados e Discussoes

A Fig. (1) mostra os diagramas de bifurcagao das células do tumor, z1, e células
normais, xo, em funcéo de ro — taxa de crescimento das células normais. O diagrama
inicia-se com periodo-1. Em ro &~ 0,11 ha uma primeira duplicacao de periodo e outra
duplicacao em 79 = 0,27 e 19 & 0,37 para x1 e zo, respectivamente. Apos isso, em ambos os
diagramas, seguem-se cascatas de bifurcagoes, mostrando que o modelo apresenta regime
caotico. Na medida em que a taxa de crescimento das células normais aumenta e ultrapassa
ro = 0,75, a populagao das células normais permanece mais tempo em seu valor maximo
— préximo de 1 — e o valor minimo das células normas se reduz — Fig. (1b). Ou seja,
a variacao ciclo-a-ciclo é reduzida pelo aumento de ro e a populacao de células normais
permanece em seu valor méaximo, mas pode reduzir-se a zero rapidamente pela acao das
células do tumor. Portanto, quando 79 é suficientemente alta, as células normais tornam-se
mais resistentes a acao das células do tumor. Contudo, estas podem atuar sobre aquelas
e, quando isso acontece, a populacao de células do normais reduz-se rapidamente e é
destruida — Fig. (2) .

A Fig. (3) mostra diagramas de bifurcacao em funcao da variacao do parametro ag;, ou
seja, da taxa de neutralizacao das células normais pela competicao destas com as células
do tumor. Diminuir tal taxa tem o mesmo significado biolégico de aumentar a taxa de
crescimento das células normais, 7. Dessa forma, esperava-se que esses diagramas fossem
semelhantes aos primeiros. Contudo, verifica-se que nao; ambas as populacoes iniciam-
se em regime cadtico e assim permanecem na maior parte do tempo de simulagao. Ha
ainda janelas periddicas nitidas e extensas no espaco de estados das populagoes. Por
janelas periddicas entende-se regioes em que, apés um periodo de comportamento cadtico,
o sistema volta a apresentar comportamento periddico.

O dltimo diagrama de bifurcagao foi construido pela modificagdo do parametro a3 —
a taxa de morte de células do tumor pela acao das células efetoras — e é representado pela
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Fig. (4). Nao se observam bifurcagoes no espago de fases para a faixa de valores escolhida
para a3, mostrando que o termo nao-linear aj3xir3, que mostra a competicao entre a
populacao de células tumor e efetoras do sistema imunolégico, ndo impacta na dinamica
do modelo.

Células do Tumor - x,

(a) Diagrama para x; em funcdo de rp para Fr,

2

Células Normais - x,

(b) Diagrama para x2 em funcao de ry para Fy,

Figura 1: Diagramas de bifurcagio das células do tumor e normais para a Eq. (1), construidos
em funcao da taxa de crescimento das células normais, ro. Outros parametros conforme [1].
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(a) Série temporal de z1 e x2 para r2 = 0,60.
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(b) Série temporal de z1 e z2 para r2 = 1,40.

Figura 2: Séries temporais para o modelo Fy, das células do tumor, x1, e células normais, o,
para dois valores da taxa de crescimento das células normais: (a) 7o = 0,60; (b) ro = 1,40. Outros

pardmetros conforme [1].

4 Conclusoes

Foram realizadas analises dos diagramas de bifurcacdo de um modelo discreto do
cancer. Apesar do modelo investigado ser qualitativo, ou seja, ndo baseado em experimen-
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Figura 3: Diagramas de bifurcagao das células do tumor e normais para a Eq. (1), construidos
em funcao de ao1, taxa de neutralizacido das células normais pela competicao destas com as células
do tumor. Outros pardmetros conforme [1].

Células do Tumor — X

Figura 4: Diagrama de bifurcacdo das células do tumor para a Eq. (1), construido em fungao
de ay3, taxa de morte das células do tumor em funcao da acao das células efetoras do sistema
imunoldgico. Outros pardmetros conforme [1].
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tos in vivo, os resultados apresentam luzes que podem indicar caminhos para construgao
de experimentos. Uma vez que pequenas perturbagoes em parametros de controle tém
lugar em experimentos in vivo do cancer [6], para verificar a influéncia dos parametros
de bifurcacao no espaco de estado do sistema, foi proposto um método de construcgao
de diagramas de bifurcacao baseado na dinamica das populacoes, permitindo verificar as
flutuagoes delas. O trabalho seguiu a andlise de bifurcagao realizada em [2]. Contudo,
chegou-se em alguns resultados diferentes. Em [2], por exemplo, os diagramas de bi-
furcag@o para os parametros ro e ao; sao praticamente idénticos. Aqui, verificou-se que
nao. Essas diferengas podem ser devidas a abordagem da modelagem, pois em [2] foi
utilizado um modelo continuo para representacao do cancer. Isso sugere que a forma de
discretizacao das equagoes de governo tem influéncia nos diagramas de bifurcacao obti-
dos, indicando que ha espaco para futuras investigagoes sobre diagramas de bifurcacao e
métodos de discretizacao em modelos do cancer.
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