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Resumo. Este trabalho propoe uma estratégia de controle por realimentacao linearizante
para o problema de controle da trajetéria de deslocamento de um oscilador massa-mola-
amortecedor com memoria de forma. Em determinadas condigoes o oscilador com memoria
de forma apresenta comportamento cadtico. A estratégia de controle proposta garante que a
trajetoria de deslocamento do oscilador converge para uma trajetoria de referéncia com um
erro que pode ser ajustado pela escolha adequada dos ganhos do controlador. Resultados
numéricos mostram o desempenho da estratégia de controle.
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1 Introducao

Nas ultimas décadas o uso de materiais com memoria de forma tem motivado grande
numero de estudos devido a sua grande diversidade de aplicagdes na area de automacao e
controle. Essas aplicacoes podem ser encontradas nos setores automotivo e aeroespacial,
na industria de equipamentos eletronicos, em processos quimicos e biomédicos [1]. Os
materiais com memoria de forma mais comuns e utilizados sao ligas metélicas baseadas
no ferro (Fe-Mn-Si), cobre (Cu-Zn-Al, Cu-Al-Ni) e niquel-titdnio (nitinol). Os efeitos
de memoria de forma em ligas metdlicas estao relacionados com a habilidade da liga em
retornar para sua forma original quando submetidas a estimulos termomecénicos. O efeito
memoéria de forma em ligas ocorre devido a mudanca de temperatura e tensao na estrutura
cristalina entre as fases martensitica (baixa temperatura) e austenitica (alta temperatura).
Em geral, as aplicagoes de memoria de forma podem ser caracterizadas pelas suas fungoes
de geragao de movimento (atuador) e armazenamento de energia de deformagao.

Neste contexto, varios pesquisadores tém investigado o comportamento dinamico de
sistemas osciladores massa-mola-amortecedor com elemento de mola fabricado com liga
de memoria de forma [3]. As caracteristicas dinamicas de um oscilador massa-mola-
amortecedor com memoria de forma sao obtidas por meio de uma solucao analitica aproxi-
mada em [6]. Uma estratégia de controle linear 6timo é aplicada para controlar a trajetéria
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cadtica de um oscilador massa-mola-amortecedor com memoria de forma em [4]. A tra-
jetoria cadtica de um oscilador massa-mola-amortecedor com meméria de forma excitado
por um motor de poténcia limitada é controlada em [5].

A estratégia de controle proposta em [4] garante a convergéncia da trajetéria de des-
locamento do oscilador para uma tnica trajetéria de referéncia periédica obtida por meio
de uma solugao analitica aproximada que depende de informacgoes precisas da amplitude
e frequéncia da excitagao ou perturbacao. Este presente trabalho propoe uma estratégia
de controle que garante a convergéncia da trajetéria de deslocamento do oscilador para
qualquer trajetéria de referéncia suave e limitada. A estratégia de controle proposta néo
precisa de informagoes da amplitude e frequéncia da perturbagao, somente do limitante
para a amplitude. A Secao 2 apresenta o modelo matematico do oscilador com meméria de
forma. A Secao 3 apresenta a estratégia de controle do oscilador com memoria de forma.
A Secao 4 apresenta os resultados numéricos.

2 Modelo matematico do oscilador com memoria de forma

A Figura 1 mostra a representacao esquemaética tipica de um sistema oscilador massa-
mola-amortecedor. Assume-se que o oscilador de massa m e amortecimento viscoso b
possui mola de material com memdria de forma representada pelo termo k(z(t),0) que
depende da posigao z(t) e da temperatura 6 do oscilador. Também é assumido que o
oscilador possui entrada de controle u(t) com termo aditivo de perturbacao d(t).

Hipdtese 2.1. Para completa descricao do oscilador, assume-se que o termo aditivo de
perturbagdo € dado pela sequinte fungao cossenoidal d(t) = M cos(wt), ¥t >0, onde M é
a amplitude da perturbacdo e w € a frequéncia da perturbac¢ao.

|—> x(t)
k(z(2),0)
m ——u(t) + d(t)
[ =
b @) @)

Figura 1: representagao esquematica tipica de um oscilador massa-mola-amortecedor.

Conforme [4], o movimento do oscilador massa-mola-amortecedor com meméria de
forma é dado por

mi(t) + bx(t) + k(x(t),0) = u(t) + d(t) (1)
com
k(x(t),0) = a(f — )z (t) —v2° () + ex”(t),
aA, cA, eA, _ , .
onde o = Y= ee= N sdo termos que dependem da area A,, do comprimento

[ e constantes a, ¢ e e relacionadas ao material do oscilador.
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3 Estratégia de controle do oscilador com memodria de forma

O objetivo do problema de controle é projetar um lei de controle u(t) para o oscilador
massa-mola-amortecedor com memoria de forma tal que
li t) — t)) = 2
lim (x(t) — (1)) = 0, 2)
onde z(t) é a trajetéria de deslocamento do oscilador, dada pela Equagao (1), e x,.(t) é
uma trajetoria de referéncia.
Para garantir que a trajetéria do oscilador z(t) seguird a trajetéria de referéncia x,(t)
¢ definido o erro
e(t) = x(t) — 2, (t). (3)
Dessa forma, o objetivo do problema de controle, dada pela Equagao (2), é atingido se o
erro e(t) — 0 quando t — co. Em geral, para garantir que o erro e(t) convirja para zero
é necessdrio que o termo de perturbagao d(t) seja precisamente conhecido. Contudo, a
determinagao precisa do termo de perturbagao nao é um problema facil. Uma alternativa
é obter um erro e(t) que seja o menor possivel. Para isso, propde-se o seguinte Teorema.

Teorema 3.1. Considere a equagdo de movimento do oscilador dado pela Equagdo (1)
com d(t) sob condi¢cdo da Hipdtese 2.1. Considere s(t) um erro auxiliar dado por

s(t) = é(t) + Ae(t) (4)

com A >0 e erro e(t) definido pela Equagao (3). Seja x,.(t) uma trajetoria de referéncia
dada por uma fungdo suave que possui derivadas &, (t) e Z,(t). Entdo, a lei de controle

u(t) = m(E, () — Ae(t)) — As(t) + bir(t) + k(z(t), 0) (5)

com A > 0, garante que o erro e(t) € ultimamente limitado por 1, =

el <y <1

M
— 1
AwA¢,0ndeO<q§<

Demonstragao. Primeiro serd demonstrado que o erro auxiliar s(¢) é ultimamente limitado
e um valor para o limitante dltimo serd obtido. Em seguida, com base no limitante de s(t)
serd mostrado que e(t) também é ultimamente limitado.

Para demonstrar que o erro auxiliar s(¢) é limitado, considere a dinamica do erro
auxiliar $(t) obtida a partir da dindmica do erro é(t) que, por sua vez, é obtida a partir
da derivada em relagao ao tempo da Equacgao (3). Substituindo a dindmica do erro é(t) =
#(t) — &,(t) na Equagao (4) tem-se s(t) = z(t) — &,(t) + Ae(t). Essa equagao pode ser
reescrita, definindo @,(t) = &,(t) — e(t), como s(t) = &(t) — @4(t) cuja derivada fornece
a dinamica do erro auxiliar

§(t) = (1) = Za(t). (6)

Considerando a dindmica do erro auxiliar $(¢), dada pela Equagao (6), a aplicacao da
lei de controle u(t), dada pela Equagao (5), na equagdo de movimento do oscilador, dada
pela Equacao (1), resulta no seguinte sistema em malha fechada

3(0) = £t 5(6) = - (d(r) — As(0) ™)
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Note que a origem s(¢) = 0 nao é um ponto de equilibrio do sistema em malha fechada,
dada pela Equagao (7), uma vez que d(t) nao converge para zero quando t — co. Entao,
varios teoremas da teoria de Lyapunov nao sao diretamente aplicados. Contudo, ainda é
possivel mostrar que a solugao s(t) é ultimamente limitada aplicando o Teorema A.1 (ver
em Apéndice A).

Considere o dominio D; = R que contém a origem s(t) = 0 e a seguinte fungao de
Lyapunov candidata Vi (s(t)) : D — R dada por

Vi(t) = %s%)

cuja derivada, usando a dinamica dada pela Equagao (7), é dada por

Vilt) =~ 2(0) + s(0)d(t) <~ lIs()3 + ] 5(t) o

A
Note que uma parte do termo negativo ——||s(t)||3 pode ser usado para dominar o termo
m
M
positivo —||s(t)||2. Para isso, a desigualdade anterior é reescrita como
m

Va(t) < ~(1— 6)Is()I3 — & (03 + {15 (t) 2,

onde 0 < ¢ < 1. Entao,

. A M
Vi<—(1- ¢)E||8(t)||§, Vls@ll2 2 ps = 5=

-

A Desigualdade (9) do Teorema A.1 pode ser verificada com

wi([[s(t)]]2) = wa([[s(®)]]2) = %IIS(@II%-

Dessa forma as funcoes w; e we podem ser escritas como w1 (1) = wsy(r) = r2/2. Entdo, a
solugao s(t) é uniformemente ultimamente limitada e o limitante dltimo (I,,)s é dado por

s()]]2 < (Lu)s = wiH(wa(ps)) = v/2wa(ps) = A%

Aplicando novamente o Teorema A.l para o sistema, dado pela Equagao (4), pode-se
mostrar que o erro e(t) também é ultimamente limitado.

Considere o dominio Dy = R que contém a origem e(t) = 0 e a seguinte funcao de
Lyapunov candidata V,(e(t)) : Do — R dada por

Va(t) = %e%)

M
cuja derivada, usando a dinamica dada pela Equagao (4) e o limitante (l,)s = A_gb’ é dada
por
. 2 2 M
Va(t) = —Ae*(t) +e(t)s(t) < —Alle(?)[|3 + He(t)H2A—¢

DOI: 10.5540/03.2016.004.01.0033 010033-4 © 2016 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2016.004.01.0033

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 4, N. 1, 2016.

que pode ser resumida (como foi feito para a dindmica do erro auxiliar s(t)) a seguinte
expressao
V< —(1 = oNe®IB. Y lle(®ll > pe = s
2 > 2 2_Me_)\¢A¢’
onde 0 < 9 < 1. Portanto, o erro e(t) é uniformemente utlimamente limitado e o limitante
(lu)e é dado por
M

lle@®)ll2 < (lu)e = oAD'

4 Resultados numéricos

Os valores numéricos dos parametros do oscilador sao dados por m = 1,0 kg, b = 10,1
N/m/s?, a = 0,1 Pam/K, v = 0,9 Pa, e = 0,1 Pa, § = 201,6 K, 0,, = 288 K, M = 25
me w = 1 rad/s. Os ganhos do controlador sdo dados por A = 25 e A = 25. As
condigoes iniciais sao dadas por z(0) = 0 e £(0) = 0. O tempo total para as simulacoes
computacionais é t = 200 s. A trajetéria de referéncia é dada por x,(t) = 3 cos(0, 5t).

A Figura 2 mostra a evolugao temporal das trajetérias de deslocamento x(t) e veloci-
dade @(t). As curvas tracejadas representam as trajetérias de referéncia (TR), as curvas
continuas representam as trajetérias do oscilador sem controle (OS) e as curvas ponto-
tracejadas representam as trajetérias do oscilador controlado (OC). Observe que tanto
para o deslocamento quanto para a velocidade, as trajetérias obtidas pelo OS nao sao
periédicas enquanto as trajetérias obtidas pelo OC seguem as trajetorias de referéncia
cossenoidal. As janelas mostram a convergéncia das trajetorias obtidas pelo OS e OC.

8 1| | 1 IA\ i i Q
8 ’I | L I i 1“| {8 L h i)
= ot 11 Ry W L i <
N9 YAt R iy =
8 VoV v o
S ol
8 =
Q 5 -
|~ —08
--0C
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Figura 2: evolugao temporal das trajetérias de deslocamento x(t) e velocidade &(t).

A Figura 3 mostra a evolugao temporal dos erros em deslocamento z(t) — x,.(t) e
velocidade @(t) — Z,(t). As curvas continuas representam os erros obtidos pelo oscilador
sem controle O.S e os erros obtidos pelo oscilador com controle OC'. Note que os erros em
deslocamento e velocidade obtidos pelo OC nao tendem a zero. Os erros em deslocamento

DOI: 10.5540/03.2016.004.01.0033 010033-5 © 2016 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2016.004.01.0033

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 4, N. 1, 2016.

e velocidade podem ser reduzidos aumentando os valores de ganhos A e A. A Figura 4
mostra o plano de fase para o oscilador sem controle (OS) e para o oscilador com controle
(OC). Note que a trajetéria do oscilador com controle converge para uma érbita periédica
enquanto a trajetéria do oscilador sem contole apresenta uma érbita cadtica.

x(t) — z,(t)

- —0s]
--0C

L
0 20 40 60 80 100

t (s)

L L L L L
120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100

t(s)

L L
160 180 200

Figura 3: evolucao temporal dos erros z(t) — x,(t) e &(t) — &, (t).

Figura 4: trajetéria da posicao vs. velocidade.

5 Conclusoes

Este trabalho considera o problema de controle de trajetéria de um oscilador com
memoria de forma. Uma lei de controle é proposta com base na técnica de realimentacao
linearizante. A convergéncia da trajetoria de deslocamento do oscilador para a trajetéria
de referéncia é garantida usando a teoria de estabilidade de sistemas nao autéonomos per-
turbados. Simulagbes computacionais mostram o desempenho da estratégia de controle
quando o oscilador apresenta comportamento cadtico.
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A Sistemas nao autonomo

Considere o sistema nao autonomo

$(t) = f(t,s(t)), (8)
onde f : [0,00) X D — R é continuo por partes em ¢ e localmente Lipschitz em s(t) no
dominio [0,00) x D. A origem é um ponto de equilibrio para o sistema nao auténomo,
dado pela Equacao (8), em ¢t = 0 se f(¢t,0) =0, V¢ > 0. A estabilidade do sistema nao
autonomo, dado pela Equagao (8), pode ser analisada utilizando o seguinte teorema.

Teorema A.l. [Teorema 4.18 de [2]] Seja D C R™ um dominio que contém a origem
s(t) =0 eV :]0,00] x D — R uma fun¢do continuamente diferencidvel tal que

wi(lls®ll2) < V(t,5(5) < wi(lls(®)l]2) e (9)
. %f(t,s(t)) < ws(s(t), V [Is(0)ll2 > > 0,

Vt>0eVseD, ondew ews sao fungoes classe IC (ver defini¢io em [2]) e ws(s(t)) é
uma fungdo positiva definida continua. Entdo, existe uma funcao classe KL (ver defini¢do
em [2]) e para toda condig¢do inicial s(to), satisfazendo ||z(to)||la < wy ' (wi(r)), existe
T > 0 tal que a solugdo s(t) satisfaz

Is®)]l2 < o(l[s(to)ll2,t —to), ¥ to <t <to+T e
s(®)|]2 < Ly = wy M (wa(p)), ¥Vt >tg+T.
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