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Resumo. Este trabalho propoe a criacao e implementagao de pacotes de algoritmos com-
putacionais, escritos em linguagem R, que resolvem problemas de Programacao Semidefi-
nida com aplicagoes na analise de estabilidade e estabilizacao de sistemas lineares no tempo
continuo, descritas como problemas LMIs (do inglés Linear Matriz Inequalities). A eficiéncia
da metodologia apresentada ¢ ilustrada através de exemplos numéricos.
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1 Introducao

Um problema de Programagao Semidefinida (PSD) é um problema de otimizagao con-
vexa que consiste em minimizar uma funcao linear sob o cone das matrizes semidefinidas
positivas.

A programacao semidefinida é uma extensao da programacao linear em que as varidveis
vetoriais sao substituidas por matrizes e as restricoes relativas a cada vetor nao negativo
sao substituidas por matrizes semidefinidas positivas. Essa generalizacao engloba varias
propriedades importantes da programacao linear como, por exemplo, convexidade do con-
junto factivel e uma rica teoria de dualidade.

Alguns problemas importantes da teoria de controle como, por exemplo, filtragem,
controle 6timo e controle robusto, podem ser reformulados como problemas de PSD que
podem ser resolvidos por métodos de pontos interiores de forma rapida e eficiente [2,3].

Neste trabalho é proposto a criagao e implementacao de pacotes de algoritmos com-
putacionais, escritos em linguagem R, para resolver problemas de PSD.
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R é uma linguagem de programacgao aberta, gratuita e de alto nivel. Além disso,
é também um ambiente de modelagem e visualizacao de dados extremamente versatil e
confidvel, podendo ser instalado e executado em qualquer sistema operacional como, por
exemplo, Unix, Linux, Windows e Macintosh OS X.

A linguagem R foi desenvolvida essencialmente para estatistica computacional. No
entanto, atualmente é utilizada por profissionais das mais diversas dreas do conhecimento.

A principal vantagem no uso da linguagem R estd no fato de ser uma linguagem
computacional livre e de dominio publico que permite o compartilhamento de pacotes
implementados por um grande niimero de desenvolvedores no mundo inteiro [7].

2 Propésito

Tradicionalmente, a maioria dos algoritmos para resolver problemas de PSD usam
métodos de pontos interiores e sao resolvidos utilizando-se os pacotes LMI Control Tool-
box, o YALMIP e o SeDuMi do MATLAB.

O objetivo principal do artigo é a criacao e implementagao de pacotes de algoritmos
computacionais, escritos em linguagem R, que resolvem problemas de estabilidade e esta-
bilizacao de sistemas lineares no tempo continuo. Para resolver computacionalmente tais
problemas ¢ utilizado o método projetivo de Nemirovski e Gahinet [6].

A motivagdo para utilizar a linguagem R, é principalmente a escassez, e até mesmo
uma provavel inexisténcia de trabalhos disponiveis na literatura que resolvam problemas
de PSD com aplicagoes na teoria de controle.

3 Meétodos

Um problema de PSD consiste em minimizar uma fungao linear sujeita a uma restricao

LMI, na forma
T

min c'z (1)
sa F(x)=Fy+ > ;" xF; <0,
em que ¢ € R™ e as matrizes F; = FiT e Rm*™m  §=0,1,---,m sdo conhecidas.

Considere um sistema linear invariante no tempo continuo, descrito por
() = Ax(t), (2)

em que xr € R™ representa o vetor de estados e A € R™*™ § a matriz dinamica.
O sistema (2) é assintoticamente estdvel se todos os autovalores da matriz A tém parte
real negativa.

Teorema 3.1. O sistema (2) € estdvel se e somente se, existir wma matriz P = PT =0
que satisfaz a sequinte LMI
ATP4+PA<O. (3)

Demonstragao. Ver [2]. O
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Considere agora uma colecao finita de sistemas lineares continuos descritos por
z(t) = Ajz(t), i=1,2,--- ,n, (4)
em que x € R™ e A; € RM*™,

Teorema 3.2. A colecdo de sistemas (4) € simultaneamente estdvel, se existir uma Unica
matriz P = PT = 0 que satisfaz as sequintes LMIs

ATP+PA; <0, i=1,2,--- ,n. (5)
Demonstragao. Ver [2]. O

Neste artigo, o método projetivo é utilizado na resolucao do seguinte problema de PSD

min  trace(P)
sa P=PT»0 (6)
ATP+ PA; +Q<0,i=1,---,n.

Considere um sistema linear continuo descrito por #(t) = Axz(t) + Bu(t), em que
x € R™ é o vetor de estados, u € RP é o vetor de controle, A € R™*™ & a matriz dindmica
e B € R™*P é a matriz de entrada de controle.

O problema de estabilizacao consiste em determinar uma lei de controle u(t) = Kx(t)
que estabilize assintoticamente o sistema em malha fechada

#(t) = (A+ BE)z(t). (7)

Teorema 3.3. O sistema (7) € estabilizdvel se e somente se, exvistem matrizes P = PT ~
0,W =WT =0 e ZcRPX™ que satisfazem & sequinte LMI

AW +WAT + Bz + ZzT"BT <. (8)
Além disso, o ganho do controlador do sistema ¢ dado por K = ZW~' e P=W™1 .

Demonstragao. Ver [5].

Considere agora uma colegao finita de sistemas lineares descrita por (t) = A;x(t) +
Bix(t), i=1,2,--- ,n,em que x € R" u € RP, A; € R™*™ ¢ B; € R"™*P,

O problema de estabilizacao simultanea consiste em determinar uma tnica lei de con-
trole u(t) = Kx(t) que garante a estabilizacdo de cada um dos n sistemas

x(t) = (AZ + BZK)x(t) (9)

A colegao de sistemas (9) é simultaneamente estabilizavel, se existe uma tnica lei de
controle que garante a estabilizacao de cada um dos n sistemas.

Teorema 3.4. A colegiao de sistemas (9) € simultaneamente estabilizdvel, se existem
matrizes P = PT = 0,W = W7 =0 e Z € RP*™ que satisfazem as sequintes LMIs

AW +WAT + B,z + Z"BI <o0. (10)
Além disso, o ganho do controlador do sistema é dado por K = ZW=! e P=W~1,
Demonstragao. Ver [5]. O
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4 Resultados

A principal contribui¢do desse trabalho consiste na criacdo e implementacao do pa-
cote estabilidade em linguagem R, que resolve problemas de estabilidade e estabilizacao
de sistemas lineares no tempo continuo. Este pacote utiliza o método projetivo de Nemi-
roviskii e Gahinet [6] e resolve problemas de PSD por meio das fungoes: projective_feasi
e  projective_sdp, implementadas no MATLAB por Antoniou e Lu [1] e adaptadas em
linguagem R por Gomes [5], em um pacote denominado projetivo.

A funcao projective_sdp utiliza o método projetivo para resolver o problema de PSD
(1) e apresenta-se na forma

projective_sdp(F'F, Fy, ¢, epsi),

em que Fj é a matriz constante, F'F' = [ P F - Fy ] é formada pela concatenagao
das matrizes F;, ¢ é o vetor custo e epsi representa o critério de parada.
O pacote estabilidade utiliza o pacote projetivo, sendo composto pelas seguintes fungoes:

e pjSdpLyapMA e pjFactLyapMA - resolvem problemas de estabilidade de sistemas
lineares continuos ou discretos em malha aberta com uma ou mais matrizes de estado.
Utilizam as fungoes projective_sdp e projective_feasi, respectivamente.

o pjFactLyapMF - resolve problemas de estabilizagao de sistemas lineares continuos ou
discretos, com uma ou mais matrizes de estado. Utiliza a funcao projective_feasi.

A funcao pjSdpLyapMA investiga a estabilizacao assintotica e estabilidade simultanea
de sistemas lineares. Para facilitar a entrada dos dados, a varidavel matricial P é represen-
tada pela combinacao linear das k matrizes M; que compoem a base canonica do espaco
das matrizes simétricas, isto é,

k
i=1

Substituindo (11) nas restrigdes do problema (6), este pode ser reescrito como

min  trace(3F_, xiM;)

12
s.a —Fy+ Z?:l x; F; =0 ( )
em que
—ATM; — M; Ay 0 0
0 —ATM; — M; Ay ... 0
b= : : : © (13)
0 0 oo —ATM; — M;A,
O M;
Q 0 - 0
0 Q 0
e I T (14)
0 0 Q
o) 0)
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Note que as matrizes F; e Fy sao utilizadas para calcular os parametros de entrada da
fungdo projective_sdp. Além disso, a notagdo O representa uma matriz nula de dimensao
apropriada.

A funcao pjSdpLyapMA implementada apresenta a seguinte forma

pjSdpLyapMA(t, A, n),

em que t assume “c” se o sistema for continuo ou “d” se o sistema for discreto, n é o nimero

de inequagdes de Lyapunov do sistema e A é formada pela concatenagao das matrizes A;,
iStOé,AZ[Al A2 An]

A funcao pjSdpLyapMA apresenta na saida uma lista contendo os elementos: P é a
variavel matricial, obj é o valor da funcao objetivo e int é o nimero de iteragoes.

A fungéo pjFactLyapMF investiga a estabilizago simultanea de sistemas lineares. Para
facilitar a entrada dos dados, as varidveis matriciais W e Z sao representadas pela com-
binacao linear das matrizes M; (que compoem a base canénica das matrizes simétricas) e
das matrizes NV; (que compoem a base candnica do espago das matrizes p x m), isto é,

v v+pm
W = Z-TiMi e 4= Z l‘iNi (15)
=1 1=v+1
Andlogo ao sistema em malha aberta, substitui-se (15) nas restrigoes LMIs (10),
obtendo-se
v v+pm
Fy +—§£:‘rilﬁ + ZE: z; F; > 0.
=1 1=v+1

A funcao pjFactLyapMF implementada apresenta a seguinte forma
pjFactLyapMF(t, A, B,n,ne),

em que ne é o numero de entradas do sistema, A é a concatenacao das matrizes dinamicas
e B ¢é a concatenacao das matrizes de controle.
A seguir, o cédigo-fonte em R da funcao que gera as matrizes N; na Equacao (15).

1 base_full = function (p,m) {

2 # gera a base canonica de uma matriz completa
3 # p - numero de linhas da matriz e m - numero de colunas da matriz
4  Bf <- matrix(0, nrow=p,ncol=(m*p+*m))

5 desloc <- 0

6 for (i in 1:p) {

7 for (j in 1:m) {

8 ifil <- j + m * (j-1) + desloc

9 Bf[i,ifil] <- 1 }

10 desloc <- ifil }

11 return(Bf)

12}

Exemplo 4.1. Considere um sistema dinamico modelado pelas matrizes:

—0,1283  1,2460 —0,3600 —4,2705 —0,7990 —0,0562
A= | —1,4462 —1,6390 —0,1356 |, A, = 0,9846 —3,7652 —0,0562
—0,7012  0,5774 —2,3493 —0,0449 —0,8617  2,6033
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Utiliza-se a fungao pjSdpLyapMA para resolver o problema de PSD (12) com Q = I3
e ¢=][1,0,1,0,0,1].

As seis matrizes Fy € R¥Y e a matriz Fy € RY%? foram obtidas aplicando as equacdes
(13) e (14), respectivamente. Desse modo a matriz FF = [ P F, - Fg ] € R9x54
pode ser facilmente encontrada. A solugdo obtida foi

1,1695  0,3453 —0,2130
P= 0,3453  0,5394 —0,0798
-0,2130 -0,0798  0,2501

Verifica-se que o sistema € simultaneamente estdvel pois P > 0.

Para validar o Exemplo (4.1) foi utilizada a fungao solvesdp do YALMIP que resolve o
problema (12) da seguinte forma: solvesdp(F, fobj, options), em que fobj = trace(P) e

F=set(P>0)+set(A]*P+PxA; +Q<0)+set(A,« P+ Px Ay +Q < 0).

Apods 7 iteragoes foi encontrada a mesma matriz P cujo trago vale 1,9590.

Exemplo 4.2. Considere um sistema com trés plantas e duas entradas, dado por:

0,4110 0,2306 0,9781 0,9354 0,3231
A = | 0,7211 0,1848 0,9356 |, By = [ 0,1556 0,6045
0.7308 0,8728 0,0974 0,7070 0,2358
0,2438 0,1541 0,1491 0,5819 0,0291
A, =| 0,9712 0,5186 0,5034 |, B,= [ 0,8581 0,5137
0.5141 0,7931 0,6895 0,5169 0,4879
0,9231 0,5070 0,1449 0,7426 0, 4909
As; = 0,5832 0,7966 0,9927 |, B;= | 0,4802 0,5231
0.9875 0,6413 0,7770 0,0606 0,8582

Note que o sistema em malha aberta € instdvel como mostra a Tabela 1.

Tabela 1: Autovalores das matrizes dindmicas em malha aberta.

matriz autovalores
Aq 1,7085; —0,2172; —0,7990
Ao 1,4342; 0,0089 + 0,0324;5
Asg 2,0577; 0,2195+0,2111j5

Utiliza-se a func¢ao pjFactLyapMF para encontrar uma unica matriz de ganho K que
garanta a estabilizacao de cada um dos trés sistemas, em que
A=[A Ay A3], B=|[By By B3], n=3 e ne=2.
Os resultados obtidos foram

1,4506 —0,1614 —0,5886
P=| -0,1614 11,7477 0,573 ,K<

—0,5886  0,5723  1,4054

~1,5720 —0,5766  0,2680
0,6419 —1,6546 —2,4965 |-

que estabiliza cada sistema como mostra a Tabela 2.
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Tabela 2: Autovalores das matrizes dinamicas em malha fechada.

matriz autovalores
Ay + B1K | —0,8043 £0,8921j5; —0,7990
As 4+ BoK | —0,1191; —0,6655; —1,0838
As+ BsK | —0,7092 +0,89115; —0,2058

Conclusoes

Este trabalho abordou o estudo e a implementacao de pacotes para resolver o problema

de estabilidade e estabilizagdo de sistemas lineares em tempo continuo. Para resolver
computacionalmente tais problemas foi utilizado o método projetivo que foi adaptado em
linguagem R em um pacote chamado projetivo.

Os pacotes foram testados e os resultados obtidos foram comparados com os pacotes

computacionais SeDuMi e o toolbox YALMIP, apresentando resultados satisfatérios para
os fins propostos neste trabalho.
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