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Resumo Este trabalho aborda a estabilização robusta da qualidade da água de rios, onde
é idealizado um controlador utilizando dados reais de um segmento de rio. Resolve-se o
problema utilizando LMIs através de pacotes implementados na linguagem R. A eficiência
do ganho de controle obtido é avaliado através de simulações.
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1 Introdução

Nas últimas décadas, problemas de otimização convexa têm sido uma das áreas de
pesquisa mais ativas na otimização. Este interesse foi estimulado pela descoberta de im-
portantes aplicações na teoria de sistemas de controle e o desenvolvimento de eficientes
algoritmos de pontos interiores para resolver tais aplicações. Muitos desses problemas
podem ser formulados como problemas de otimização convexa usando desigualdades ma-
triciais lineares (LMIs) [3].

Atualmente existe um grande interesse em preservar a qualidade da água dos rios
prejudicada por excessivas descargas industriais e efluentes municipais. Os principais
indicadores nesse processo são as concentrações do Oxigênio Dissolvido (OD) no interior
do rio e da Demanda Bioqúımica de Oxigênio (DBO) que representa as substâncias que
causam a diminuição do oxigênio na água, principalmente pela biodegradação de matérias
orgânicas.

Estes parâmetros, relacionados entre si, precisam ser mantidos dentro de ńıveis es-
pećıficos, de forma a tornar aceitável a qualidade da água. Para isto, propõe-se um projeto
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de controle utilizando LMIs para a estabilização robusta, direcionada de tal forma a man-
ter esses parâmetros dentro desses ńıveis, por meio de efluentes controlados de tratamento
de água.

2 Estabilização Robusta

Sistemas lineares com incertezas são encontrados em diversas aplicações da engenharia.
Neste trabalho considera-se o seguinte sistema linear com incertezas politópicas, represen-
tado no espaço de estados a tempo cont́ınuo

ẋ (t) = A (α)x (t) +B (α)u (t) (1)

em que x ∈ Rm é o vetor de estado, u ∈ Rp é o vetor de controle, A (α) ∈ Rm×m é a
matriz que representa a dinâmica do sistema e B (α) ∈ Rm×p é a matriz de controle.

As matrizes A (α) e B (α) não são exatamente conhecidas, mas pertencem a um con-
junto convexo e fechado (politopo) definido por

D =

{
(A,B) (α) : A(α) =

n∑
i=1

αiAi ; B(α) =
n∑

i=1

αiBi ;
n∑

i=1

αi = 1, αi ≥ 0

}
(2)

em que as matrizes Ai são conhecidas e representam os vértices do politopo, e os escalares
αi definem a combinação convexa entre estes vértices.

O problema da estabilização consiste em encontrar uma lei de controle u (t) = Kx (t)
de tal forma que o sistema em malha fechada ẋ (t) = (A (α) +B (α)K)x (t) seja assinto-
ticamente estável para todo D.

Uma condição suficiente para a estabilidade do politopo D é dada pela existência de
uma matriz de Lyapunov P = P T , tal que, (A(α) +B(α)K)TP + P (A(α) +B(α)K) ≺ 0
e P � 0 sejam verificadas para todo (A,B) ∈ D [10].

O sistema (1) é robustamente estabilizável se e somente se, existem matrizes P =
P T � 0, W = W T � 0 e Z que satisfazem a seguinte LMI

A(α)W +WA(α)T +B(α)Z + ZTB(α)T ≺ 0. (3)

Além disso, o ganho do controlador do sistema é dado por K = ZW−1.

Theorem 2.1. O sistema linear incerto (1) com incertezas politópicas, é robustamente
estabilizável se e somente se, existem matrizes W = W T � 0 e Z que satisfazem as
seguintes LMIs

AiW +WAT
i +BiZ + ZTBT

i ≺ 0. (4)

Além disso, o ganho do controlador é dado por K = ZW−1 e P = W−1.

Demonstração. Ver [5].
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3 Estabilização Robusta utilizando a Linguagem R

Afim de resolver problemas de estabilidade e estabilização robusta de sistemas lineares
foi criado e implementado um pacote na linguagem R [7] denominado estabilidade. Este
pacote utiliza o método projetivo de Nemiroviskii e Gahinet [6] para resolver LMIs por meio
dos solvers: projetivo feasi e projective sdp, implementados no MATLAB por Antoniou e
Lu [1] e adaptados por Gomes [5] na linguagem R, em um pacote denominado projetivo.

No pacote estabilidade, a função pjFactRobMF investiga a estabilização robusta de um
sistema incerto (1) com incertezas politópicas. Para facilitar a entrada dos dados, a matriz
A(δ) é decomposta como a soma de (d + 1) matrizes, isto é, A(δ) = M +

∑d
i=1 δiNi, em

que M é a matriz de coeficientes constantes, Ni é a matriz dos coeficientes referentes a
i-ésima incerteza δi e d é o número de incertezas.

Apresenta-se da seguinte forma

pjFactRobMF (t,M,Delta, Lim,B, ne),

em que t assume dois valores: “c” se o sistema for cont́ınuo no tempo ou “d” se for discreto;
M é a matriz de coeficientes constantes; Delta =

[
N1 N2 · · · Nd

]
é formada pela

concatenação das matrizes dos coeficientes de cada incerteza; Lim é a matriz formada

pelos limitantes inferiores e superiores das d incertezas, isto é, Lim =

[
l11 l21 · · · ld1
l12 l22 · · · ld2

]T
em que li1 e li2 representam, respectivamente, o limitante inferior e superior da incerteza
δi, isto é, li1 ≤ δi ≤ li2; B =

[
B1 B2 · · · B2d

]
é formada pela concatenação das

matrizes de controle Bi e ne é o número de entradas do sistema.
A função pjFactRobMF apresenta na sáıda uma lista contendo os seguintes elementos:

• W e Z que são soluções das LMIs (4).

• P = W−1 � 0.

• int corresponde ao número de iterações.

• K que é o ganho do controlador de realimentação de estado.

• A1, A2, · · · , A2d são as matrizes vértices do politopo.

4 Estabilização Robusta da Qualidade da Água de Rios

Muitos modelos que descrevem o comportamento das concentrações de DBO e OD
nos rios seguem os modelos clássicos de Streeter-Phelps [8], cujas equações apresentam
duas taxas denominadas taxa de remoção do DBO (Kl) e taxa de reareação atmosférica
relacionada ao OD (Kr), as quais dependem de vários fatores, entre eles, a velocidade do
fluxo, temperatura e volume da água. Neste trabalho a estabilização robusta considera a
variação destas taxas conforme Figura 1.

4.1 Modelamento do OD e do DBO em segmentos de rios

Para o modelamento, divide-se o curso natural dos rios em segmentos de comprimentos
adequados (subsistemas). Cada segmento é considerado como sendo um reservatório reator
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agitado de fluxo cont́ınuo, em que podem ser aplicadas as relações de Streeter-Phelps onde
são inclúıdos efluentes de controle [4, 9]. A Figura 2 ilustra esta divisão.

Figura 1: Variação das taxas Kr e Kl para
−0, 7 ≤ δ ≤ 0, 7 e −0, 6 ≤ γ ≤ 0, 6

Figura 2: Segmentos de rio

Assim, o modelo de cada segmento é dado por

dLi

dt
=

[
−Kli −

(Qi +Qei)

Vi

]
Li +

Qi−1

Vi
Li−1 +

Qei

Vi
mi (5)

dqi
dt

= −KliLi +
Qi−1

Vi
qi−1 −

(Qi +Qei)

Vi
qi −

ηi
Vi

+Kri(q
s
i − qi), (6)

em que Qi−1 e Qi são as vazões; Li−1 e Li as concentrações de DBO; qi−1 e qi as concen-
trações de OD nos segmentos (i − 1) e i, respectivamente. Qei é a vazão do afluente de
controle, Kli é a taxa de decaimento do DBO, mi é a concentração de DBO do efluente
de controle, qsi é a concentração de saturação do OD, Kri é a taxa de reoxigenação, Vi é

o volume e
ηi
Vi

é o OD devido a ação do lodo no segmento i.

Considerando o déficit de OD e fazendo a seguinte mudança de variáveis: wi = (qsi −qi)
e wi−1 = (qsi−1 − qi−1), a Equação (6) torna-se

dwi

dt
= KliLi +

Qi−1

Vi
wi−1 −

[
Kri +

(Qi +Qei)

Vi

]
wi +

ηi
Vi
− Qi−1

Vi
qsi−1 +

(Qi +Qei)

Vi
qsi (7)

Em Tamura [9], é apresentada uma descrição mais realista nos cursos de água com
múltiplos poluentes, onde são considerados atrasos de transporte distribúıdos entre os
segmentos, definidos por

Li−1 =
∑3

j=1 ajLi−1(t− φj) e wi−1 =
∑3

j=1 ajwi−1(t− φj) (8)

em que φ1 = 0, φ2 = 0, 5, φ3 = 1, a1 = 0, 15, a2 = 0, 7 e a3 = 0, 15.
Para lidar com esses atrasos, emprega-se a expansão em série de Taylor, por exemplo,

para φ2 = 0, 5 e i = 2, define-se duas variáveis adicionais no termo Li−1(t − φj) da
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seguinte forma: seja L21 = L1(t − 0, 5), sua transformada de Laplace é L21(s) = L1(s)e
−0,5s =

L1(s)[1+0, 5s+
0, 25

2
s2+· · · ]−1. Considerando os três primeiros termos da série, tem-se L21(s) =

L1(s)

1 + 0, 5s+
0, 25

2
s2

, que no domı́nio do tempo torna-se L1(t) = L21(t) + 0, 5L̇21(t) + 0, 125L̈21(t).

Definindo L̇21 = L22, obtem-se L̇22 = 8L1 − 8L21 − 4L22. Aplicando este mesmo procedimento
em todos os atrasos da Equação (8), gera-se um modelo linear no espaço de estados.

Neste modelamento é considerado dois segmentos de rio com caracteŕısticas iguais e
para fins de estudo do controle robusto, supõe-se que os parâmetros incertos são Kli = Kl

e Kri = Kr, que variam de acordo com

Kl = (1 + δ)K̄l e Kr = (1 + γ)K̄r (9)

em que b ≤ δ ≤ c e f ≤ γ ≤ g, com b, c, f e g ∈ R.
Utiliza-se os seguintes dados reais de um segmento do rio CAM na Inglaterra [2] :

ni
Vi

= 0, 1 [mg/litro][dia−1], Qei

Vi
= 0, 1 [dia−1], Qi

Vi
= Qi−1

Vi
= 0, 9 [dia−1],

L0 = 0 [mg/litro], q0 = 10 [mg/litro], qsi = qsi−1 = 10 [mg/litro].
(10)

Assim, as Equações (5) e (7), para i = 1, 2, podem ser expressas por

ẋ = Ax+Bu+ d (11)
y = Cx (12)

em que

A =



−Kl − 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Kl −Kr − 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0, 135 0 −Kl − 1 0, 63 0 0, 135 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
8 0 0 −8 −4 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 −2 −2 0 0 0 0 0
0 0, 135 Kl 0 0 0 0 −Kr − 1 0, 63 0 0, 135 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 8 0 0 0 0 0 0 −8 −4 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 −2 −2


(13)

B =



0, 1 0
0 0
0 0, 1
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0



, d =



0
1, 1
0
0
0
0
0
1, 1
0
0
0
0



,CT =



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



, x =



L1

w1

L2

L21

L22

L23

L24

w2

w21

w22

w23

w24



, u =

[
m1

m2

]
, y =


L1

w1

L2

w2

 .

Na matriz de estados (13), os valores incertos Kl e Kr variam conforme (9), em que
K̄l = 0, 32 [dia−1], K̄r = 0, 2 [dia−1], −0, 7 ≤ δ ≤ 0, 7 e −0, 6 ≤ γ ≤ 0, 6.
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4.2 Estabilização robusta

Nesse problema, supõe-se que o rio não está polúıdo no segmento 0, portanto, as
condições de regime para o DBO e déficit de OD são L∗

0 = 0 e w∗
0 = 0, respectivamente.

Para os segmentos 1 e 2, define-se w∗
1 = 2 e w∗

2 = 4 como condições de regime desejadas.
Os demais valores de regime são calculados igualando-se a equação de estados (11) a zero,
obtendo-se L∗

1 = 4, 06, L∗
2 = 5, 94, m∗

1 = 53, 5 e m∗
2 = 41, 9, portanto q∗1 = qs1 − w∗

1 = 8 e
q∗2 = qs2 − w∗

2 = 6. Assim, encontrados os vetores de regime x∗e u∗, a equação de estados
(11) é redefinida da seguinte maneira

ż = Az +Bv (14)

em que z = x− x∗ e v = u− u∗.
Definindo-se, a lei de controle v = Kz na Equação (14) e aplicando o Teorema 2.1,

encontra-se o ganho do controlador K utilizado na estabilização robusta da qualidade da
água do rio.

5 Resultados

Utilizou-se a função pjFactRobMF (t,M,Delta, Lim,B, ne), em que t = “c”, Lim =[
−0, 7 0, 7
−0, 6 0, 6

]
e ne = 2. De acordo com a Seção 3, as matrizes M e Delta são constrúıdas a

partir da matriz de estado (13), cuja sáıda apresenta quatro matrizes vértices do politopo
e o ganho do controlador dado por

K =

[
10.1861− 17.1149− 1.0526− 30.0053− 33.8609− 3.8366− 7.0283 0.5265 13.1225 7.4042− 0.3160− 1.0986
1.0794 5.3837 0.2058− 7.2761− 0.3371− 1.5133− 0.1722 1.2568− 5.6021− 3.8734− 0.5145− 0.2672

]
Assim, os efluentes de controle utilizam a lei de controle u = K(x − x∗) + u∗ na

estabilização robusta do sistema.
Afim de verificar a eficácia do ganho do controlador, foram feitas simulações para um

estado inicial x0 = [10 5 5, 94 4, 06 0 4, 06 0 4 2 0 2 0]T , onde foram verificados os comportamentos
das concentrações de DBO e OD do sistema, considerando o controle com um ganho
K aplicado às quatro matrizes vértices. Estes resultados foram comparados ao mesmo
sistema, considerando as matrizes vértices sem o controle, ou seja, os efluentes são sempre

constantes, u = u∗ =
[
m∗

1 m∗
2

]T
. As Figuras 3 e 4 ilustram as respectivas simulações.

Verificou-se que o sistema em malha fechada é estabilizável nos ńıveis desejados L∗
1, L

∗
2, q

∗
1

e q∗2 a partir do sexto dia para todas as incertezas em Kl e Kr, enquanto que, para um
sistema não controlado para as mesmas variações das incertezas, os ńıveis desejados não
são atingidos no mesmo peŕıodo de tempo.

6 Conclusão

A estabilização robusta proposta neste trabalho, mostrou-se eficiente para variações
das incertezas nos intervalos propostos. Verificou-se também que o pacote estabilidade
implementado, é uma ferramenta computacional eficaz, portanto pode ser útil na resolução
de problemas de controle.
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Figura 3: Concentração de DBO Figura 4: Concentração de OD
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