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Resumo. Neste artigo, apresentamos fundamentos bésicos da Teoria de Controle Otimo e a
extensdo dos mesmos para o controle de sistemas quanticos, enfatizando, principalmente, as
questbes dindmicas envolvidas, bem como o estabelecimento de funcionais de custo de controle
6timo apropriados ao contexto quantico.
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1 Introducéo

A Teoria de Controle Otimo fornece conceitos interessantes e um ferramental
poderoso, 0s quais podem ser aplicados no controle de sistemas quanticos. Em linhas gerais,
o Controle Otimo se debruga sobre o problema de controlar um sistema da forma
X(t) = f(x(t),u(t)) e minimizar, simultaneamente, um funcional do estado x e do controle

u. Problemas de controle de sistemas quénticos podem ser formulados de forma natural
dentro do arcabougo teérico de Controle Otimo.

Um dos problemas de controle 6timo mais importantes é aquele relacionado com a
transferéncia do estado do sistema para um certo estado-alvo desejado em um tempo
minimo. No contexto quantico, tal problema é de crucial importancia. Com efeito, uma das
maiores dificuldades de natureza operacional em sistemas quénticos reside no fato de que os
mesmos sdo muito sensiveis a presenca do ambiente exterior, o qual freqlientemente destroi
as principais caracteristicas quanticas, que sdo fundamentais, por exemplo, para a
implementacdo de sistemas de processamento de Informacdo Quéntica, bem como para a
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viabilidade da Computacdo Quéntica. Trata-se do problema de Decoeréncia Quantica [3,4].
Assim, um método que pode ser empregado para contornar a decoeréncia é obter a
transferéncia desejada de estados no menor tempo possivel, de sorte que interacdo com o
ambiente torne-se desprezivel.

O tratamento de problemas de controle 6timo vale-se de diferentes ferramentas
matematicas, dependendo se ha ou ndo um limite prescrito para a magnitude do controle.
Para controles ilimitados, o problema de controle 6timo de tempo nédo existe. No entanto, os
teoremas de existéncia de Fillippov garantem que o controle 6timo de transicdo de estados
em tempo minimo existe sob as hipo6teses de Controlabilidade, ou seja, a existéncia de um
controle que realize a meta desejada, funcdes de controle mensuraveis no sentido de
Lebesgue, assumindo valores em um conjunto compacto, e fungdes que descrevem a
dindmica suaves [1].

De forma rara, e, tipicamente, apenas para casos de dimensionalidade baixa, com
simetrias especiais, a solucio de um problema de Controle Otimo pode ser obtida explicita e
analiticamente, na forma de uma dada funcdo do tempo. Muito mais freqlientemente, e, em
particular para sistemas de maior dimensionalidade, como, por exemplo, em problemas de
controle de dindmicas moleculares, algoritmos numeéricos e iterativos sdo utilizados a fim de
se encontrar o controle 6timo apropriado ao sistema de interesse [1,2].

2 Formulacéo Geral do Problema de Controle Otimo

O problema genérico em Controle Otimo, com o qual normalmente se depara na Teoria
de Controle convencional, diz respeito a encontrar uma funcao de controle admissivel u’(t)
que faz com que o sistema dindmico de interesse siga uma trajetéria admissivel x'(t), de
modo a minimizar uma determinada medida de desempenho ou funcional de custo.

Pode-se formular o problema como se segue. Dado um conjunto X de funcbes de

estado x(t) a valores vetoriais, com teiR:[tO,tf],x:ﬂ%—>SR”, e um conjunto U de

funcbes de controle u(t), tais que u:9R — R™, encontrar as fungdes X € X and ueU
para o sistema dinamico X(t) = f (x(t),u(t)), com f sendo um campo vetorial suave, de

modo a minimizar um funcional de custo J : X xU — ‘R da forma:

3(U) = h(x(t, ).t ) + [ 9D, u(), et @)

em que, h e g sdo fungdes suaves dependendo das varidveis x(t), u(t), e do valor de x(t), tais
que h:R"xR->R e g:R"xR"xR >N, respectivamente. Tais funcdes sdo
escolhidas judiciosamente tendo em vista o particular problema de controle 6timo que se
deseja resolver.

De modo geral, todo problema de Controle Otimo pode ser formulado como um caso
particular do problema geral acima estabelecido.

Consideremos, inicialmente, como caso especial, que desejamos encontrar um dado
controle u, continuo por partes, a fim de direcionar o estado x de X(t) = f (x(t),u(t)), de
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um estado inicial X, para um estado desejado x; em um tempo T. Entdo, U € o conjunto dos
de funcGes de controle u(t), continuas por partes, definidas no intervalo real [0,T]; €, X, 0
conjunto das fungBes continuas x(t), definidas no mesmo intervalo, satisfazendo a condicéo
inicial x(0) = Xo; sendo que o funcional de custo que procuramos minimizar é da forma:

Iy =xT) x| 2.2)

ou seja, trata-se da minimizacao da distancia entre o estado final e o estado desejado, em um
tempo T.

Podemos também incorporar ao funcional de custo um termo que leve em consideracao
a energia gasta (pelo esforco de controle) durante o dado intervalo de tempo. Assim, seja um
funcional de custo da seguinte forma:

3(u) = Ax() = x, |+ [Ju)]*dt (2.3)

em que, A é uma constante real e A > 0. Desta forma, incorporamos uma penalidade no
estado final e uma energia como termo para o controle. Pode-se aumentar ou diminuir A, se
deseja-se ou ndo empregar mais energia para obter um estado final melhor, ou seja, mais
préximo do estado desejado, ou n&o.

Conforme ja antecipado por nds, os funcionais de custo (2.2) e (2.3) consistem
em casos especiais do problema geral de Controle Otimo, estabelecido ao inicio desta
Secdo. Com efeito, a expressdo (2.1) define o assim chamado “Problema de Bolza”
na Teoria de Controle Otimo, o qual compreende os dois casos particulares, a saber,
o “Problema de Mayer” e o “Problema de Lagrange”, correspondendo a impor
g(x(t),u(t)) ou h(x(tf)) como sendo zero, respectivamente. Exemplos de problemas de
Mayer séo problemas de minimizagéo da distancia entre o estado final e o estado-
alvo desejado, bem como problemas de tempo minimo, nos quais a meta de controle
é levar o estado do sistema a um dado estado-alvo no menor tempo possivel. Neste
caso, 0 conjunto de controles admissiveis consiste naqueles que direcionam a
dindmica desta maneira. O problema de Lagrange, por sua vez, descreve uma
situacdo na qual o custo de controle acumula-se com o tempo. Este é o caso, por
exemplo, quando se deseja minimizar a energia usada durante a agdo de controle e/ou
a distancia média da trajetoria da condicdo inicial a um dado ponto no espaco de
estados. Finalmente, o problema de Bolza, uma vez sendo a combinacéo de ambos os
casos particulares, surge quando hd um custo cumulativo que aumenta durante a agao
de controle, mas se coloca énfase também na situagéo do sistema no tempo final.

3 Extenséo para Sistemas Quanticos

Em Sistemas de Controle Quéntico, podemos considerar como estado x o vetor de
estados puro |¢//> a matriz de densidade p, ou ainda o operador de evolucdo temporal
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U(t,to), que satisfaz a equacdo bésica de evolucdo temporal da Mecénica Quéantica, a
Equacao de Schrodinger, cuja forma controlada pode ser escrita como se segue:

0 i~
)= AuO)lv ) (.

na qual se destaca a dependéncia do Operador Hamiltoniano das fun¢des de controle u(t).
Um funcional genérico de custo, do tipo Bolza, pode ser escrito como:

T

() =h(w ). T)+ [ gy ) uc, thit (3:2)

0

Alternativamente, pode-se pensar em um funcional de custo expresso em termos do
valor esperado das fungdes f e g, para um dado estado quéantico y, vistas como funcoes
dependentes de operadores na Representacio de Heisenberg, ou seja, operadores que variam
no tempo (com estados quéanticos fixos). Destarte, tal funcional de custo se escreveria como:

3@@®) =y |h(RT),aT),T)y) + [ (w]a(%@), a(t), t)y et (33)

sendo, neste caso, considerada uma dependéncia funcional, por exemplo, dos operadores
posicdo X(t) e esforgo de controle U(t), o qual, fisicamente pode corresponder a um campo

elétrico aplicado no sistema, sem ou com dependéncia da posigdo, dada pelo operador X(t).

Voltando a aten¢do novamente para a equacao de Schrodinger controlada (3.1) e para o
funcional de custo (3.2), e considerando-se o caso de sistemas quanticos discretos, ou seja,

com um espectro finito de autovalores, tanto o estado | (t)), como o operador _% H (u(t)),

dado no caso discreto por uma matriz hermiteana, sdo quantidades complexas. Para
expressar o problema em termos de quantidades reais apenas, pode-se escrever:

lw)=|we) +ilw) (3.4)

—iH (u) = R(u) +il (u) (3.5)

de modo a separar, nas partes real e complexa, o estado e o operador hamitoniano,
respectivamente. Assim, |y.) € |1,//,> sdo agora vetores reais de dimensdo n, e R(u) e

I (u), funcbes matriciais n x n de u(t). Substituindo-se as equagdes (3.4) e (3.5) em (3.1), e
separando-se as partes real e imaginaria, obtemos as duas equacdes diferenciais reais:

DOI: 10.5540/03.2016.004.01.0078 010078-4 © 2016 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2016.004.01.0078

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 4, N. 1, 2016.

Sy =R -1, (36)
d
il Wy + Ry, 3.7)
t
Definindo-se:
x=lpi vl (38)
~. « (RU) —1(u)
H(u) =(|(u) R(U)J (3.9)

podemos escrever a equacdo diferencial que descreve a dindmica do sistema, envolvendo
apenas quantidades reais, como:

X = I—~|(u)x (3.10)

de modo a expressar o sistema em uma linguagem mais proxima daquela empregada
comumente em Sistemas Dindmicos. Uma simples mudanca de escala permite restaurar a
constante fundamental da Mecéanica Quéntica, com dimensao de acdo (energia x tempo), 7 .
Ademais, H(u) resulta anti-simétrico para todo u(t) [1].

O funcional de custo pode ser reescrito na forma:

Jut)) =h(x(T),T)+ [ F(x(),u(t), t)dt (3.11)

O ey

para funcdes apropriadas h e @ .
A titulo de exemplos, em aplica¢fes de controle molecular, uma escolha comum de
funcional é dada por:

J(u() = k]uz(t)dt (3.12)

com uma constante real, k > 0, a qual mede a energia do campo elétrico aplicado no
intervalo [0,T], como esfor¢o de controle u(t).
Outra possibilidade é escolher um custo do tipo:
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Ju®) =k| (d“(t)j (3.13)

o qual filtra as componentes de alta freqiiéncia do campo de controle; sendo k uma constante
real, k > 0.

Quando a énfase € colocada em um determinado estado final, pode-se minimizar um
funcional de custo (tipo Bolza) na forma:

JUE) = Ax(T) = x| + j Juc)|” dt (3.14)

ou, ainda, na forma:

E<o> +quz(t)dt:Ey/*ow+5}u2(t)dt (3.15)
2"V v 27 2 25 '

com k > 0; no qual, O é uma matriz hermiteana e negativa-definida [1]. Por exemplo,
se wr € 0 estado desejado, pode-se escolher O = —y/Fz//,Z .

Conclusoes

Este artigo teve como meta apresentar a Teoria de Controle Quantico Otimo como
extensdo da Teoria Cléassica de Controle Otimo, discutindo os aspectos fisicos e
matematicos envolvidos nesta transicdo. Questdes fenomenoldgicas, computacionais e
perspectivas de aplica¢des tecnoldgicas sdo também abordadas.

A partir da Dindmica Quantica, apresentamos a equacao de Schrédinger controlada,
bem como estabelecemos funcionais de custo de controle étimo adequados ao dominio
quantico, a serem vistos como uma generalizacdo dos funcionais de controle 6timo
classico. Em seguida, para sistemas quanticos de dimenséao finita, ou seja, dotados de um
espectro finito de autovalores, foi possivel escrever os vetores correspondentes aos
estados quanticos, bem como o operador Hamiltoniano do sistema, em forma matricial,
valendo-se de quantidades reais apenas. Para tanto, foi necessario separar os estados e o
operador Hamiltoniano em suas partes real e imaginéria, dobrando-se, com isso, a
dimenséo do sistema resultante. Como ganho, ndo obstante, o sistema, agora, a valores
reais, é analogo aos sistemas dindmicos comumente encontrados, de sorte que o
ferramental de Controle Otimo, tanto teérico, quanto numérico ou computacional, pode
ser prontamente empregado para a obtencéo de solucdes.

Em um artigo subseqiiente, discutiremos as condi¢cdes basicas de optimalidade, a
saber, o Principio do Méaximo de Pontryagin (PMP), e como aplici-lo a problemas de
Controle Quantico Otimo.
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