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Resumo. Apresentamos um modelo matemético simulando a interacdo entre mosquitos
selvagens e transgénicos, que preserva as caracteristicas bioldgicas da espécie e considera
a zigosidade da populagao transgénica. Simulagées numéricas ilustram diferentes cenarios,
conforme as condigoes iniciais, compativeis com os resultados obtidos em laboratério e com
o equilibrio de Hardy—Weinberg.
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1 Introducao

Doencas transmitidas por mosquitos, tais como maléria, dengue e febre amarela, tém
sido intensivamente estudadas devido ao nimero alarmante de casos que vem sendo re-
portados. Apesar dos resultados promissores obtidos pelos centros de pesquisa em relacao
a producgao de vacinas, elas até agora nao se mostraram suficientemente eficazes.

Em virtude dos recentes progressos na manipulagao genética, uma alternativa promis-
sora pode ser a obtencao de mosquitos geneticamente modificados refratarios a doengas.
A modificacdo genética de mosquitos transmissores da maldria, por exemplo, tem sido
desenvolvida com sucesso. Esses novos insetos devem acasalar com insetos selvagens e
espalhar o gene que determina a interrupc¢ao no processo de transmissao.

O primeiro mosquito do género Anopheles refratario a malaria foi produzido em 2001
usando uma técnica relatada em [1], onde cientistas desenvolveram dois tipos diferentes
de transgénicos Anopheles stephensi usando o promotor CP (carboxypeptidase): um deles
expressando um peptideo sintético SM1 (salivary gland and midgut binding peptide 1)
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[2], [3] e outro expressando a enzima PLA2 (phospholipase A2) presente em veneno de
abelha [6].

Um modelo matematico descrevendo a interagdo entre mosquitos selvagens e transge-
nicos refratérios a doengas foi proposto em [4]. Naquele trabalho os transgénicos foram
agrupados como uma unica variedade, sem distin¢cao de zigosidade, e sua interacao com
0s mosquitos selvagens foi descrita por um sistema discreto de duas equagoes. O efeito
da heterogeneidade na populacao de transgénicos foi levado em conta posteriormente em
[5]. Em [8] foi apresentado um modelo matemdtico a tempo continuo onde transgénicos
homozigotos e heterozigotos foram agrupados em uma mesma variedade, seguindo uma
dindmica sazonal devido a pluviosidade, um problema de controle 6timo foi formulado e
resolvido para este modelo, sendo possivel encontrar estratégias de controle capazes de
garantir a prevaléncia de mosquitos transgénicos sobre a populacao selvagem.

2 Propésito

De acordo com [7], estudos sobre expectativas vitais, fecundidade e fertilidade de
fémeas expressando o SM1 nao mostraram diferengas significativas quando comparados
com o mosquito selvagem; por outro lado, mosquitos expressando PLA2 tem perdas signi-
ficativas, apresentando reducao de fecundidade devido a ingestao insuficiente de sangue.

Neste trabalho nés propomos uma versao mais realistica daquela apresentada em [8], in-
cluindo transgénicos heterozigotos e homozigotos em diferentes classes, dada a importancia
de se considerar as variedades de transgénicos distribuidas nas respectivas proporcoes na
populacao. O modelo serd voltado ao experimento genético realizado com o SM1, que
mantém as caracteristicas da espécie e sua aptidao em sobreviver e se reproduzir. Para
isso serd construido um modelo matematico descrito por um sistema de equagoes dife-
renciais que representa a dinamica da interagao entre mosquitos selvagens e transgénicos
assumindo mosquitos homozigotos e heterozigotos em diferentes varidveis.

3 Métodos

Vamos considerar a dindmica da populagao total de mosquitos governada pela equacao
logistica

dN N
=N (1 - ?> — 8N, (1)

onde N é a populagao total de mosquitos, r = € — 41 é a taxa liquida de recrutamento
de mosquitos para a fase adulta, sendo € a taxa de recrutamento de mosquitos para a
fase adulta e §; a taxa de mortalidade associada a causas naturais. Além da taxa d;
existe também uma mortalidade d5 introduzida para levar em conta acoes de predadores e
inseticidas que garantem a estabilizagao da populacao em um nivel abaixo da capacidade
suporte k.

Assumindo a populagao total N dividida em trés subpopulagoes: selvagens (W),
transgénicos heterozigotos (T1) e transgénicos homozigotos (T5), isto é, N = W +T1 + T,
temos:
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AN dW+T dTy dT: W4T +T
_dW + +71+72:T(W+T1+T2)(1_¥

k

7o T pm ) — 02(W +T1 + T2), (2)

que pode ser escrito como:

d(W + Ty + T») _T<W2+T12+T22+2WT1+2WT2+2T1T2) (1_ W+Ti+ T

— 6o (W + T T5).
dt W+ T+ Ts A ) 2(W+Th + Tb)

®3)
Mosquitos selvagens (W) sao gerados do acasalamento (W x W) na proporgao de
a; = 1, (W x T1) na proporgao de ag = 1/2 e (17 x T1) na proporgao de ag = 1/4;
transgénicos heterozigotos (77) s@o gerados do acasalamento (W x T7) na proporgao de
by = 1/2, (T1 xT1) na proporgao de bs = 1/2, (17 xT3) na proporcao de by = 1/2 e (W xT5)
na proporgao de bs = 1; transgénicos homozigotos (73) sao gerados do acasalamento
(Th x T1) na proporgao de c3 = 1/4 e (11 x T3) na proporcao de ¢4 = 1/2 e (Tp x T») na
proporcao de ¢; = 1. Assim, a equacao anterior pode ser escrita como
AW dTy | dT> r 2 f 2
o + % - WITTh (@ W? 4 2(az + b2)WTi + (as + bs + c3)T7
W+ 4T

+2(bs 4 ca)ThTo + 2bs WTs + C5T22) (1 A

) — (W4T + 1)

ondea; =1,a2+by=1,a3+b3+c3=1,b4+cy,=1,b5=1,¢c5 = 1.

Separando os termos que representam as trés diferentes variedades da populacao, é
possivel dividir a equacao acima em trés equacoes acopladas. Nesse sistema cada sub-
populacdo segue a dinamica logistica, a fim de manter dindmica da espécie e evitar uma
superpopulacao, e a taxa de recrutamento de mosquitos para o estagio adulto depende
do acasalamento entre variedades aptas a gerar o determinado tipo de mosquito que esta
sendo modelado pela respectiva equacgao. Temos assim o seguinte sistema:

aw ((a1TW+2a2rT1)W—|—a3rT12) (1  WAHT+ T

at W+T+1Ts ki )‘52W

()

ﬂ o (szTW + b3rTy + 2b4TT2) Ty + 2bsrWTs 1— W(t) +T1 (t) + Tz(t) ST
dt W +Ti +Ts k 2

ATy _ (csrTi + QearTi+esrTo) T (| WA T+ T 6T
dt W+ T +T» k 2

Do ponto de vista matemadtico, a equagao (5) implica (4), mas a reciproca nao é
unica. Existem diversas formas de escrever equagoes do sistema (5) que resultam em
(4). A escolha feita em (5) assume que cada variedade populacional deve ser descrita
pela equacao logistica com captura e sua contribuicdo para cada subpopulacdo depende
do cruzamento genético apropriado. Dessa forma, cada fracdo da populacao total segue o
mesmo comportamento biolégico que a soma das partes, dada pela populacao total. Essa
hipdtese é plausivel e, como sera visto posteriormente, seu resultado estd de acordo com
experimentos biolégicos.
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w
N
t1 = % ety = %, obtendo assim w + t; + t9 = 1. Substituindo essas novas varidveis no
sistema (5) e levado em conta que a populagao total de mosquitos se estabiliza no ponto

de equilibrio N* = K (1 — 52), temos:

Para adimensionalizar o modelo descrito por (5) definimos novas varidveis w =

T

dw

7 = ((@w 20t — Dw + ast?) 62

dty

dt ((2b2w + bst1 + 2bats — 1) t1 + 2bswit2) 02 (©6)
dt

d—; = (c;:,t% + (2caty + csta — 1) t2) 42

cujos estados de equilibrio sdo (w*,t},t3) = (1+t5 — 2,/t5, —2t5 + 2,/t5,t5). Lineari-
zando o sistema em torno do equilibrio é possivel verificar que este equilibrio é instavel.

Essa instabilidade é consistente com o principio de Hardy—Weinberg, o qual afirma que
ambos alelos e frequéncias genotipicas em uma populacao permanecem constantes, isto €,
elas estao em equilibrio de geragao a geragao a menos que uma perturbacao seja intro-
duzida. Isso significa que o equilibrio é instavel, dado que uma perturbacao transfere o
sistema a um outro estado. Frequéncias estaticas em uma populagao ao longo de geragoes
devem assumir: acasalamento aleatorio, nenhuma mutagao nem migracao, populagao in-
finitamente grande e nenhuma selecao contra ou a favor quaisquer tragos genéticos.

Seja f(tt) = p?, f(Tt) = 2pq e f(TT) = ¢* as frequéncias genotipicas, também cha-
madas frequéncias de Hardy-Weinberg, onde p e ¢ sdo as frequéncias do alelo selvagem e
transgénico, respectivamente. Assim, p = w(0) + 3¢1(0) e ¢ = t2(0) + 3¢1(0).

O estado de equilibrio do nosso sistema adimensionalizado é equivalente ao equilibrio
de Hardy-Weinberg (w™W W +lIW) = (p2 2pq, ¢). Seja t3 = ¢*. Entdo,

th = (tz(O) + ;tl(o)y. (7)

Introduzindo a expressdo w* no ponto de equilibrio, temos w* = 1+ ¢ — 21/¢? =
1+ (1—-p)2—2(1—p)=p? que em termos das condicoes iniciais fica

w® = (w(()) + ;tl(O))Q. 8)

Finalmente, para ¢} temos t§ = —2¢% + 21/¢% = 2¢(1 — ¢q) = 2pq,ou equivalentemente:

R (w(O) + %t1(0)> (tz(O) + %mm) . ©)

4 Resultados e Discussao

Os cenérios obtidos nas simulagdes numéricas mostram a variagao temporal da relagao
entre mosquitos selvagens e transgénicos (heterozigotos e homozigotos). Além dos coefici-
entes estimados na secao anterior, resultantes dos cruzamentos genéticos, vamos considerar
aqueles estimados em [9], que sao 01 = 4 e o = 2, 545. Para caracterizar a varia¢ao sazonal

DOI: 10.5540/03.2016.004.01.0083 010083-4 © 2016 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2016.004.01.0083

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 4, N. 1, 2016.

9
1 1 pu— 71 p— 71 p— 71 p—
foi considerado e(t) = —revcos(Z0) e k(t) Frhocos(Z0)’ onde ¢ = 8,1147%, g9 = 0,029,
k=262,2"1 ko =0,0013.
1,0 9 100 y
\ \
0,8 80
1 \
\ (a) \ (b)
1\ ol \
0,6 \\~ 60 \\
w2 T e e ——— — W,T1,T2 T e ————— -
0,41 401
0,2 4 204
0 T T T T T 1 0 T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Figura 1: Evolugao temporal das trés variedades com condigoes iniciais: (a) w(0) = 0, ¢1(0) = 1,
t2(0) = 0; (b) W(0) = 0, T1(0) = 100, T>(0) =0

A Fig.1(a) mostra a dindmica populacional descrita pelo sistema (6) e a Fig.1(b) mos-
tra a dinamica descrita pelo sistema (5). As condigoes iniciais das duas situagoes sao
equivalentes, bem como a sua evolugao no tempo. O acasalamento entre transgénicos he-
terozigotos gerou as trés variedades, atingindo um equilibrio com 25% de selvagens, 50%
de transgénicos heterozigotos e 25% de transgénicos homozigotos.
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Figura 2: Evolugao temporal das trés variedades com condicoes iniciais: (a) w(0) = 0,6, t1(0) =0,

A Fig.2 mostra a evolugao das trés variedades para o caso onde inicialmente nao ha mos-
quitos transgénicos heterozigotos. Nesse caso, é assumida a prevaléncia de selvagens sobre
a populagao transgénica homozigota representada pelas condigoes iniciais. Na auséncia de
sazonalidade, a populacio se estabiliza em (0, 36,0,48,0,16). Essa Fig.2(a) foi obtida do
modelo (6) e a Fig.2(b) utilizando com coeficientes sazonais €(t) e k(¢) no modelo (6).

A Fig.3 é particularmente interessante porque ela mostra uma situagdo que foi testada
em laboratério como relatado em [7]. O experimento iniciou com 250 mosquitos selvagens
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Figura 3: Evolucdo temporal das trés variedades com condigbes iniciais: (a) w(0) = 0,5,

£1(0) = 0,5, £2(0) = 0; (b) W(0) = 50, T1(0) = 50, T3(0) = 0

e 250 mosquitos transgénicos heterozigotos em uma caixa. Apds algumas geracoes a po-
pulagao total foi estabilizada em 56% de selvagens e 44% de transgénicos. A simulacao
numérica da Fig.3(a) para o sistema (6) considerando condigoes iniciais w(0) = 0,5,
t1(0) = 0,5 e t2(0) = 0 foi consistente com os experimentos de laboratério, uma vez
que as populagoes se estabilizaram em (0, 56,0, 38,0, 06). Como o modelo introduzido leva
em conta a zigosidade, a fracdo de transgénicos obtida é 44%, conforme o experimento.
A Fig.3(b) foi obtida simulando numericamente o modelo (5); nesse caso as populagoes
estao oscilando em torno do equilibrio de acordo com a sazonalidade anual.

5 Conclusoes

O modelo apresentado foi descrito de modo que a insercao de mosquitos transgénicos
nao altere a densidade de mosquitos no ambiente, respeitando a sua capacidade suporte,
acompanhando a variacao sazonal em ambientes onde esse evento é verificado e preservando
caracteristicas relacionadas a sobrevivéncia e fecundidade da espécie; essa ultima devido
ao uso do SM1 na obtencgao da variedade transgénica.

A adimensionalizacdo do modelo permitiu uma melhor comparacao com o equilibrio
de Hardy—Weinberg; e o modelo obtido, seja adimensionalizado ou nao, auténomo ou nao,
pode ser facilmente acoplado a um modelo epidemiolégico compartimental.

Claramente, cada condicao inicial leva a populagdao a um equilibrio em particular, en-
tretanto é razoavel esperar que a dominancia de transgénicos seja maximizada dependendo
da fracao correspondente introduzida inicialmente no ambiente. O desejo de levar a tra-
jetéria para um ponto de equilibrio em (0,0, 1), isto é, todos os mosquitos transgénicos
homozigotos, é uma situacao ideal mas praticamente impossivel, uma vez que ha possibi-
lidades de mutagao genética e outros fatores. Por isso, é necessario continuar as pesquisas
a respeito das caracteristicas biolégicas e genéticas dos mosquitos transgénicos.

O modelo proposto esta de acordo com experimentos de laboratério, podendo ser com-
parado ao experimento relatado em [7]. Assim, esse modelo é valido e pode ser usado para
simular diversas situagoes envolvendo as trés variedades populacionais e prever o resultado
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final apds estabilizacao. Este modelo pode ainda ser modificado para considerar diferentes
caracteristicas dos mosquitos transgénicos em relagao a fatores ambientais, bioldgicos e
genéticos.
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