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Resumo. Neste trabalho construimos a tesselacdo de Voronoi (VT) para dois diferentes
tipos de empilhamentos granulares bidimensionais (simulados em computador) sem sobre-
carga e sujeitos somente a interacao gravitacional. Esses empilhamentos foram formados
a partir de dois tipos de deposigao: 1) grao-a-grao e 2) tipo chuva. Calculamos, para
cada VT, as distribuigdes estatisticas do nimero de lados dos poligonos (que representa o
numero de vizinhos de cada grao) e do tamanho das dreas desses poligonos (que se relaciona
com o grau de compactagdo dos graos). Através desses dados, buscamos correlacionar as
caracteristicas micromecanicas dessas pilhas granulares, como configuracoes de forgas nas
bases, distribuicao dos angulos de contato, nimero de coordenacgao etc., com as propriedades
geométricas da VT.

Palavras-chave. Materiais Granulares, Simulagdo Computacional, Geometria Compu-
tacional, Tesselacao de Voronoi.

1 Introducao

Materiais granulares apresentam comportamentos diferentes quando submetidos a dife-
rentes formas de perturbacao. Podem apresentar caracteristicas de estado sélido, liquido,
£as0s0, ou mesmo caracteristicas proprias nao encontradas na grande maioria dos mate-
riais sob um desses estados [4]. Mesmo levando-se em consideragdo pequenas sutilezas
na forma de preparacao de tais sistemas, podemos encontrar significantes diferencas nas
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respostas as solicitagoes externas por eles apresentadas. Podemos exemplificar duas for-
mas diferentes no preparo das amostras devido ao método como elas foram depositadas
- grao-a-grao “GG” ou tipo chuva “RL”. Outra diferenca que podemos impor as nossas
amostras é o tipo de perturbagao, como, por exemplo, uma forca aplicada verticalmente
no topo da pilha formada ou uma forca aplica em diagonal [1].

Uma ferramenta que tem se mostrado de extrema importancia na analise de problemas
envolvendo pavimentagoes no plano euclidiano é a tesselacao de Voronoi [6], bem como
seu dual, a triangulagdo de Delaunay. Estas ferramentas nos permitem analisar varias
mudancas pautadas em poligonos que cercam os objetos que desejamos estudar. Através
da andlise das mudancas geométricas, podemos avaliar distancias entre sitios, areas de
dominio para cada sitio, distribuigao estatistica das &reas dos poligonos, niimero de vi-
zinhos de sitios (ou de arestas de poligonos), angulos de poligonos etc., em fungao da
preparacao ou solicitacdo mecanica.

Estes materiais (granulares) estao presentes na industria metaldrgica, sidertrgica, de
construcao, alimenticia etc. Nao bastasse esse motivo para estuda-los e compreendé-los
podemos citar outro tao importante quanto, que é a geracao de conhecimento académico,
podendo se transformar em conhecimento aplicado ou ndo. Atualmente, possuimos uma
representativa gama de conhecimentos sobre tais materiais, em fen6menos como: com-
pactacao, fluidizacao, fluxo, formacao de arcos, convec¢ao, empuxo reverso, instabilidade
de pilhas, biestabilidade, dilatancia [8], terremotos, avalanches, oscillons, histerese etc. [5].
Nao obstante possuirmos conhecimentos sobre os fenémenos citados, eles estao longe de
serem completos e, assim, prosseguimos, entao, no estudo de tais sistemas e fenomenos
desta vasta drea de interesse.

Neste artigo trabalhamos com duas formas de deposigao, “grao-a-grao” (GG) e “tipo
chuva” (RL), sendo a dindmica dos graos, desde o inicio de sua deposigao até a configuragao
de repouso da pilha, simulada [1] por meio da técnica de Dindmica Molecular (MD).

Na secao 2 descrevemos o objetivo (ou propésito) deste trabalho e, a seguir, na segao 3
discutimos sobre as ferramentas e o procedimento por nés utilizado. Na secao 4 mostramos
os resultados e, na secao 5 fizemos uma discussao sobre esses resultados. Por fim, na secao
6 mostramos as conclusoes e perspectivas futuras.

2 Propésito

Em 2005, Atman et al [1] analisaram os perfis de resposta as tensdes para sistemas
granulares sujeitos a preparacgoes distintas. Nesse artigo, discutiu-se sobre medigoes experi-
mentais em arranjos bidimensionais construidos com graos fotoelasticos, experimentos em
pilhas tridimensionais e, finalmente, apresentaram dados obtidos por meio de simulagoes
numéricas de empilhamentos granulares. Os trabalhos realizados por Atman et al foram
executados utilizando-se MD, simulando as trajetérias dos graos por meio das equagoes de
Newton para o movimento, lan¢gando mao do Método de Runge-Kutta de quarta ordem [7],
com um esquema preditor-corretor de Gear.

O propdsito de nosso trabalho é mostrar que pode-se chegar as mesmas informagoes
sobre os perfis de resposta as tensoes para os sistemas estudados por Atman et al apenas
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utilizando informagoes geométricas da VT. Nossas informagoes se pautariam unicamente
na anélise dos poligonos que formam as tesselacoes de Voronoi construidas sobre as con-
figuragoes dos graos dos sistemas. A hipotese, por nés defendida, é que as respostas das
distribuigoes de forcas, nimero e angulos de contatos etc., possuem correlacao direta com
as distribuicGes geométricas dos poligonos das tesselacoes de Voronoi.

3 Meétodos

3.1 Tesselagao (ou diagrama) de Voronoi

Definimos a distancia euclidiana entre dois pontos p e ¢ como sendo dist(p,q). No
plano, temos

dist(p, q) := \/(pm — @)%+ (py — qy)? (1)

Seja P := {p1,p2, ..., P,} um conjunto de n pontos distintos no plano; estes pontos sao
chamados sitios. Nos definimos o diagrama de Voronoi de P, Figura la, como sendo a
subdivisao do plano em n células, uma para cada sitio em P, com a propriedade de que
um ponto ¢ situa-se na célula correspondente a um sitio p; se, e somente se, dist(q,p;)
< dist(g,pj) para todo p; € P, com j # i. Denotamos o diagrama de Voronoi de P
por Vor(P). Abusando ligeiramente da terminologia, vamos, as vezes, usar “Vor(P)” ou
“diagrama de Voronoi” para indicar apenas as arestas e vértices da subdivisao. Quando
dizemos que um diagrama de Voronoi é conexo significa que a uniao de suas arestas e
vértices forma um conjunto conexo. A célula de Vor(P) que corresponde a um sitio p; é
denotada por v(p;) e nés a chamamos de célula de Voronoi de p; [2]. Em outras palavras,
v(p;) é o poligono que circunscreve o sitio p; ou, ainda, v(p;) é o conjunto de pontos do
plano que estao mais préximos de p; do que de qualquer outro sitio.

3.2 Procedimento

Utilizamos as configuracoes granulares (disposi¢oes dos graos no plano) geradas por
diferentes meios dos processos de deposicao para construcao das tesselacoes de Voronoi.
O centro de cada grao foi considerado como um sitio da tesselacao.

Construimos tesselagoes para dois sistemas diferentes. O primeiro sistema é o “grao-a-
grao” (GG), deposicao na qual apenas um grao por vez cai em posigoes aleatérias do eixo
x; e 0 segundo, o “tipo chuva” (RL), deposi¢ao por meio de varios graos que caem simul-
taneamente sobre um substrato. Ambas as deposi¢Ges ocorrem unicamente sob influéncia
gravitacional. Trabalhamos com cinco amostras de cada sistema. Apds a coleta de dados,
calculamos as médias e os erros para as distribuigoes do tamanho das areas dos poligonos
formados e também para as distribui¢coes do niimero de vizinhos por grao.

Uma maneira simples de construir o diagrama de Voronoi é a seguinte: para cada sitio
pi, calculamos a interse¢do comum dos semiplanos h(p;, pj), Figura 1b, com j # i. Desta
forma, os algoritmos mais simples gastam O(n?logn) para calcular todo o diagrama de
Voronoi. Felizmente, pudemos ser mais eficientes, langamos mao do algoritmo de varredura
do plano, comumente chamado de algoritmo de Fortune em homenagem ao seu inventor
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[3]. Com este algoritmo, pudemos calcular todo o diagrama de Voronoi com um tempo
O(nlogn), no pior caso.
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Figura 1: A esquerda, tesselacdo de Voronoi e, & direita, semiplanos h(pi,p;j) [2].

4 Resultados

Nos trabalhos realizados por Atman et al [1], as simulagoes baseadas em MD, resol-

vendo as equacoes de Newton, mostraram resultados interessantes, tais comos os da Figura
2.

270° 290°

Figura 2: A linha preta se refere aos angulos de contato enquanto que a linha cinza se refere a
orientacdo das forgas. A figura da esquerda representa o sistema RL e a figura da direita o sistema
GG. A forma aproximadamente circular do sistema RL indica uma distribuigdo isotrépica equanto
que no sistema GG os angulos de contato e a orientagao das forgas sao predominantes nos angulos
de 45° +n x 90°, onde n = 0,1, 2, 3., demonstrando um cardter anisotrdpico. [1].

Os resultados, por nds encontrados, com respeito as distribuicoes das areas dos poligonos
de Voronoi sao mostrados nas Figuras 3 e 4.

Jé em relacao a quantidade de vizinhos para os graos, os resultados foram os mostrados
na Figura 5.
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Distribuigao das Areas por intervalo - GG

Distribuigao das Areas por intervalo - RL
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Figura 3: Distribuicao das dreas dos poligonos de Voronoi para pilhas GG (3(a)) e RL(3(b)), sem

cargas.
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Figura 4: Distribuicdo das dreas dos poligonos de Voronoi (até o vigésimo interevalo) para pilhas
GG (4(a)) e RL(4(b)), sem cargas.

5 Discussao dos Resultados

Os gréficos da Figura 3 foram construidos com 200 intervalos com alcance de 0,0005
unidade de area cada. Para cada intevalo, plotado no eixo x, fizemos a contagem da
ocorrencia de areas a ele pertencente e plotamos o valor do logaritmo desta frequéncia no
eixo y.

Observando a Figura la, podemos perceber que, nas bordas, os poligonos sao abertos.
Dependendo de como é feito o programa, pode-se fechar estes poligonos abertos ligando os
pontos mais extremos das arestas das células de Voronoi. Mas, via de regra, estas arestas
se fecham em posicoes relativamente distantes dos sitios que as geram.

Para o nosso caso, esses extremos das arestas abertas superam em muito as posigoes
dos ultimos graos das pilhas. Obviamente, as areas desses poligonos extremos serao muito
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Figura 5: Distribui¢gdo do nimero de vizinhos por grao para pilhas sem cargas, ou seja, sujeitas
somente ao proprio peso.

maiores do que as areas dos poligonos imersos no interior da tesselacao, que sao por
natureza bem delimitados. Isto justifica o ajuste apenas da parte inicial dos dados.

Sendo assim, fizemos um ajuste linear (linha continua) considerando somente os 20
primeiros intervalos, Figura 4, desprezando o primeiro (intervalo), que se mostrou uma
frequéncia dominante, e os demais, com areas relativamente grandes. Logo em seguida,
fizemos um ajuste (linha tracejada) considerando os 20 primeiros intervalos, porém, desta
vez considerando o primeiro intervalo, ou seja, considerando, também, o dominante.

6 Conclusoes
Os gréaficos para as distribuicoes de areas mostram que ha uma predominéncia das

areas menores em ambos os sistemas, GG e RL. Ambas as distribuigoes, Figuras 3 e 4,
seguem um decaimento exponencial e este resultado, até onde apuramos, é inédito na

literatura.
Considerando os primeiros 20 intervalos, excluindo o primeiro, ou dominante, nao
conseguimos uma distingao clara entre os dois sistemas, logy = —0, 126z + 1,98 para o

GG e logy = —0,130x 4+ 2,05 para o RL. Uma diferenca de inclinagdo no ajuste, que
classificamos como inconclusiva, de 3%.

Podemos observar uma sutil diferenca entre as inclinacées dos ajustes quando consi-
deramos o intevalo dominante. Para o sistema GG obtivemos logy = —0,43x + 3,96 e
para o sistema RL obtivemos logy = —0,38x + 3,91, ou seja, o sistema GG exibe uma
inclinacao 13% maior, em mddulo, do que o sistema RL. Isto indica que o sistema GG
concentra dreas ainda menores do que o sistema RL, em outras palavras, o sistema GG
¢ mais regular. Faremos, posteriormente, uma andlise pormenorizada entre os intervalos
dominantes.

O nuimero de vizinhos por grao, Figura 5, seguiu uma distribuicdo gaussiana para os
dois casos (GG e RL), e ndo houve uma distin¢ao aparente entre eles.
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Para os dois sistemas houve uma predominancia de poligonos hexagonais, pentago-
nais e heptagonais, respectivamente. Estes poligonos representam a quase totalidade das
ocorréncias.

Os resultados aqui apresentados ainda sao preliminares e os estudos sobre as propri-
edades dos sistemas em questao continuam em desenvolvimento. Pretendemos, a seguir,
construir as tesselagoes de Voronoi para sistemas GG e RL com cargas aplicadas, e dos
quais a rede de forcas devido & interacao gravitacional tenha sido subtraida, de modo
que possamos observar se ha distingoes nas distribuicoes das areas e do nimero de lados
dos poligonos de Voronoi, relacionando estas distingoes com as fungoes resposta (perfis de
forgas nas bases das pilhas granulares) e com a propriedade intrinseca do sistema de se
mostrar isotrépico ou anisotrépico.

Pretendemos também construir a triangulagao de Delaunay (estrutura dual & VT') para
esses sistemas e verificar se podemos obter as mesmas respostas fornecidas pela tesselagao
de Voronoi.
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