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Resumo. Neste trabalho, o circuito de Chua é descrito em detalhes, com obtencao dos pon-
tos de equilibrio e das condigdes de estabilidade para o sistema. A partir dessas informacoes,
é mostrado como obter um circuito de Chua cadtico, para o qual é obtido o expoente de
Lyapunov maximal.
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1 Introducao

O circuito mostrado na Figura 1 é conhecido na literatura como ”circuito de Chua”, o
qual é representado pelo sistema de equacgoes diferenciais ordinarias tridimensional apre-
sentado na equacao 1 [3].

Figura 1: Circuito de Chua.

& aly —z — f(z)) = hi(z,y,2)
y = z—y+z=ha(x,y,2) a,BeR
z = _/By = hS(wayaZ) (1)
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A funcao f(x) é dada pela expressdo mostrada na equagao 2.

f(:n):baz+%(a—b)(|$+1|—|x—1|) a,beR (2)

O circuito de Chua possui uma dinamica mais complexa do que aquela exibida pelos
atratores de Lorenz ou de Rdssler, apresentando uma grande variedade de fendomenos os
quais tém sido verificados experimentalmente em laboratério. A criptografia constitui-se
em uma importante aplicagdo para esse tipo de circuitos [5].

O componente de circuito nao-linear necessario a construcao de circuitos com com-
portamento cadtico é um dispositivo nanoeletronico, denominado de memoristor, o qual
pode ser emulado com componentes convencionais. Em 2008, um memoristor foi desenvol-
vido por pesquisadores da HP Labs e é conhecido como memristor da HP [3]. Em 2010,
um oscilador cadtico simples, utilizando um memoristor, foi obtido por Muthuswamy e
Chua [4]. No mesmo ano, um atrator cadtico multi-espiral foi estudado e implementado
experimentalmente [1]. Em 2012, um circuito caético baseado em memristores HP foi
publicado [2].

Um sistema é dito cadtico quando possui uma dependéncia sensivel as condicoes ini-
ciais, de modo que, pequenas variacoes nas condicOes iniciais alteram significativamente
a trajetéria do sistema. Os expoentes de Lyapunov constituem-se nas quantidades que
caracterizam a taxa de separagao de trajetdrias infinitesimalmente préximas [maple].

As trajetdrias, para um dado valor inicial, podem ser encontradas através da solugao
da equacao 1. Esse calculo pode ser realizado através de métodos numéricos como Runge-
Kutta.

2 Pontos de Equilibrio

Os pontos de equilibrio de um sistema de equagoes diferenciais ordinarias sao obtidos
quando # = ¢y = 2 = 0. O sistema de equagoes cujas solugdes sao os pontos de equilibrio
para o circuito de Chua é dado por

ay+ (—ab—a)r—ab+aa=0, z—y+xz=0, —py=0, T < —1;
r=ay+(—a—1)azx, y=z—-y+z, z=-Ly, -l<z<l;
r=ay+(—ab—a)z+ab—aa, y=z—y+z, z=-Ly, x> 1. (3)

A solucao das equacoes anteriores resulta nas coordenadas x, y e z para os pontos de
equilibrio:

b—a b—a <1
= - = = — X —
b—’—l, y M b—‘,—l’ b
z=0, y=0, z2=0, —-1l<z <]
b—a b—a
x b+17 Yy y R b+17 T > ()
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3 Critérios de Estabilidade

A matriz jacobiana para o circuito de Chua pode ser obtida a partir da equacao 1,
como mostrado na equacao 5.

ofi of Of _
a oy o (<05 (a—b) (EH - &) —b=1) a 0

J = g—; g—]; 3_1?‘2 = 1 -1 1|
B 9y 0 0 -8 0

Portanto, a jacobiana admite duas formas diferentes, ambas constantes, as quais sao
mostradas na equacao 6. O algoritmo para o cédlculo dos coeficientes de Lyapunov para o
circuito de Chua deve possuir uma estrutura de decisao que permita escolher entre essas
duas formas.

—a(b+1) a 0

1 -1 1|, 2<-1 ou z<—1;
0 -8 0
—a(a+1) a 0
1 -1 1 —-l<z<l. (6)
0 -8 0,

Portanto, para o ponto de equilibrio localizado na origem, a equacao secular é dada
por

Mt ((@+1) a+1) N+ (B+aa) A+ (a+1) af=0. (7)

Um ponto de equilibrio é assintoticamente estavel quando as partes reais de todos os
autovalores sao negativas, o que ocorre, segundo o critério de Routh-Hurwitz, quando

((a+1)a+1) >0,
((a+1) a+1)(f+aa)—(a+1) af >0,
(a+1) aB >0. (8)

Os parametros « e [ caracterizam componentes de circuito passivos convencionais,
os quais obedecem ao principio da reatancia de Foster e, portanto, sdo positivos. Como
(a+1) af > 0, entdo a > —1, para atender & primeira e & ultima condigdo da equacao
anterior. Simplificando a segunda condigao, tem-se que 5 > —aa((a + 1)a + 1).

Repetindo a andlise anterior para o caso em que os dois outros pontos de equilibrio
sao assintoticamente estéveis, obtém-se: b > —1 e > —ba((b+ 1)a + 1).
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4 Resultados

Foram calculados a trajetéria e o expoente de Lyapunov maximal para os seguintes
parametros: « =9, 8 =100/7, a = —8/7 e b = —5/7. Quando o expoente de Lyapunov
maximal é positivo o sistema apresenta comportamento cadtico. Para os parametros es-
colhidos, o expoente de Lyapunov é 0.33 e, portanto, o sistema é cadtico. Como a < —1,
a origem (0,0,0) é um ponto de equilibrio instdvel. Os outros pontos de equilibrio séo
(—=1.5,0,1.5) e (1.5,0,—1.5). Nesse caso, a trajetéria descreve o atrator de Chua com
dupla-espiral, mostrado na Figura 2.

2(t)

¥ x®

(b)

Figura 2: Atrator de Chua com dupla-espiral obtido para« =9, 5 =100/7,a = —8/Te b= —5/7:
(a) trajetéria para t=0,15 e (b) projecoes ortogonais da trajetéria para t=>5.

Foram utilizados os parametros a = —1.7724, b = —0.7192, o = 3.8499 e g = 4.4328.
Para esses valores a < —1, e a origem (0,0,0) é um ponto de equilibrio instavel. Os outros
pontos de equilibrio sao (—3.7513,0,3.7513) e (3.7513,0,—3.7513). Para os parametros
escolhidos, o expoente de Lyapunov é 0.18 e, portanto, o sistema é caético. O atrator é
mostrado na Figura 3.
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Figura 3: Projecoes ortogonais da trajetéria para o atrator de Chua de parametros: a = —1.7724,
b= —-0.7192, a = 3.8499 e 0 = 4.4328.

5 Conclusoes

Neste trabalho, o circuito de Chua foi descrito em detalhes. Foram obtidos os pontos
de equilibrio e as condigoes de estabilidade para o sistema. Foi mostrado como obter
um circuito de Chua cadtico, para o qual foi obtido o expoente de Lyapunov maximal,
corroborando que o mesmo representa um sistema cadtico.
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