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Resumo. O movimento rotacional de um satélite artificial ndo simétrico, em orbita eliptica, é
analisado, considerando a influéncia do Torque de Gradiente de Gravidade. Para a regido de
circulagdo sdo apresentados os espagos de fase envolvidos e o comportamento temporal das
variveis envolvidas através de uma integragdo numeérica.
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1 Introducéo

Neste trabalho é apresentado um estudo para analisar a influéncia do Torque de
Gradiente de Gravidade - TGG, através da analise de regides de circulagdo e da
integracdo numérica das equagdes do movimento rotacional de um satélite artificial,
descritas pelas variaveis canénicas de Andoyer [3]. Aplica¢cbes sdo realizadas para um
satélite de médio porte em Orbita eliptica, considerando que este satélite possui
diferentes momentos de inércia, ou seja, € um satélite ndo simétrico.

O TGG ocorre devido ao gradiente de forca gravitacional existente em diferentes partes do
satélite [4], dependendo da distribuicdo de sua massa e da sua forma. Este torque € importante
quando o corpo nao possui simetria esférica na distribuicdo de sua massa ou quando o eixo de
rotacdo do satélite ndo se alinha na direcdo do vetor posicdo do centro de massa do satélite
com relagdo a Terra.

Inicialmente, as equagdes do movimento rotacional livre de torques externos séo
analisadas, obtendo-se os pontos de equilibrio do movimento, e posteriormente sdo
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incluidos os termos referentes ao torque de gradiente de gravidade. Para cada abordagem
sdo apresentados o comportamento da Hamiltoniana, o espaco de fase, para 0s quais sdo
apontados a separatriz e as regides de libracdo e circulacdo. Para verificar a ordem da
influéncia do torque de gradiente de gravidade sdo realizadas integracdes numéricas das
equacBes do movimento rotacional e comparagfes entre os resultados obtidos para o
caso livre de torgues e com o TGG. Os resultados aqui apresentados serdo Uteis para a
anélise da estabilidade do movimento rotacional para satélites em Orbitas elipticas.

2 Equacgbes do Movimento

As equacbes do movimento sdo descritas em termos das variaveis de Andoyer (I, I,
I5, Ly, Ly, L3),definidas por [3]:

- As variaveis angulares Iy, I, e I, sdo angulos que relacionam os diferentes sistemas
de referéncia envolvidos ;

- As variaveis métricas: L, é 0 médulo do vetor momento angular de rotac;ao L Ly €

a projecédo de Lﬂ no eixo z no sistema principal e L, é a projecdo de Lﬂ no eixo
equatorial Z.

As equacdes do movimento rotacional sdo dadas por [3,4]

dl, dF dLE. dF 123 .
= T . y L= 1,480,

dt  dL, dt aa 1)
em que, |; e L; sdo as variaveis de Andoyer e F é a Hamiltoniana do problema, dada pela
soma da Hamiltoniana F, do movimento livre de torques externos e a Hamiltoniana F;
associada ao TGG, expressa por [4]

F(L11L21L31|11|21|31L161H1|1g1h)=FO(L1|llLllL2) +F1(L11L21L3||11|2||3!L161H1|lg1h) (2)

com (L,G,,H, l,g,h) sendo as varidveis de Delaunay associadas com 0 movimento
translacional.

As expressdes completas de Fy e F; podem ser obtidas em[2,4] e dependem dos
momentos principais de inércia, da massa do satélite e das varaveis de Delaunay.

As equacdes do movimento para o movimento livre de torques externos foram
analisadas em [1,2], tendo sido verificado o comportamento temporal das varidveis que
descrevem o movimento nas regides de libracdo e circulacdo ao redor dos pontos de
equilibrio. Aplicacbes foram realizadas para um satélite de médio porte com momentos
principais de inércia distintos, tendo sido determinados 3 pontos de equilibrio, sendo dois
pontos instaveis e apenas um estavel. No comportamento temporal observou se variacdes

DOI: 10.5540/03.2016.004.01.0100 010100-2 © 2016 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2016.004.01.0100

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 4, N. 1, 2016.

periddicas na variavel angular I; e na varidvel métrica L; e uma variagdo linear para a
variavel angular I,, diretamente relacionada com a rotagdo do satélite.

As equacdes do movimento rotacional considerando o TGG sdo apresentadas em [2],
para o caso de satélite ndo simétrico em Orbita eliptica, com desenvolvimento até a
primeira ordem na excentricidade. Estas equacfes foram integradas analiticamente em
[4], sendo determinado que o TGG causa variacdes periddicas no médulo do momento
angular de rotagdo (L,) e em suas projecdes L, e Lz e variagdes lineares e periodicas nas
variaveis angulares Iy,1, e Iz.

Estas equacdes serdo utilizadas para a determinacdo do espaco de fase e para a
analise do comportamento temporal das regides de circulacdo do movimento.

3 Aplicacdes

As aplicagdes sdo realizadas considerando os dados de um satélite de médio porte
[1,2,4], analisando o comportamento temporal das variaveis de Andoyer sob a influéncia
do TGG para um intervalo de 500.000seg. A andlise € feita para diferentes posi¢cdes nas
regides de circulacdo do espago de fase, sendo possivel analisar os trés planos de fase
referentes as variaveis de Andoyer (I;x), (I,%L,) e (IsxL3), os quais estdo apresentados
na Figura 1.0 espaco de fase (I;xL;), se manteve similar ao obtido no movimento livre
de torques externos. O espaco de fase (l,xL,) foi omitido na Figura 1, mas apresenta
apenas regides de circulacdo com L, > L3 [2]. Com a inclusdo do TGG as variaveis |5 e
L; deixam de ser constantes, resultando em regides de libragdo no plano (I3xLj).
Saliente-se que os valores de L sdo limitados,—L, < L3 < L,, uma vez que Lz é a
projecdo de L, no eixo inercial OZ.

A determinagdo do comportamento da Hamiltoniana e os planos de fase foram
desenvolvidos com o software MATHEMATICA. A integracdo numérica das equacdes
do movimento foram realizadas com o software MATLAB, utilizando o método de
Runge-Kutta de 42 ordem.

Para a regido de circulacdo foram considerados os mesmos casos utilizados na
analise do movimento livre de torques [1,2], sendo:

Caso I: 1, =1.8rad e L, =3000kgm?/s;
Caso Il: 1, =0.5rad e L, = 9000kgm?/s;
Caso lll: I, = 2.5rad e L, = — 6000kgm?®/s.

As Figuras 2 e 3 apresentam 0s comportamentos temporais das variaveis angulares e
métricas de Andoyer, respectivamente, para o periodo de 500.000 s. O comportamento
temporal da varidvel angular I, foi aqui omitida, pois nela prevalece a variacdo linear
associada ao movimento livre de torques externos [2]. O comportamento da variavel
métrica L, também foi aqui omitido, mas é periddico com pequena amplitude [2],
correspondendo a variacdes da ordem de 10~ do valor inicial de L,, para o intervalo
considerado, sendo que no movimento livre de torques se mantinha constante.

Na Figura 2, verifica se que o TGG contribui para uma pequena variagdo linear em
l;,, afetando o movimento de precessdo do eixo de inércia Oz ao redor do eixo do
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momento angular do satélite. Nesta mesma figura observa se que o TGG introduz
variacOes de curto periodo e variagdes lineares em I;.
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Figura 1 - Planos de fase (I;xL;) e (I3%XLs)

Pela Figura 3 observam se pequenas variagdes periddicas na proje¢do do momento
angular L,, cujas amplitudes diminuem com o aumento do momento angular, de modo
que o TGG introduz uma oscila¢do da inclinagcdo do plano de inércia XY em relacéo ao
plano do momento angular. Observa-se também, que o TGG introduz variagdes de curto
periodo e lineares em L. Saliente-se que a variacdo linear ocorre, devido ao fato de que
nas equacdes do movimento foi considerada como condic¢do inicial que a anomalia
média é zero, ou seja que o satélite encontra-se no perigeu de sua drbita. Com a variagdo
da anomalia média, esta variacdo em L; passard a ser periddica de longo periodo. Em
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relagcéo ao valor constante de L3 no movimento sem torques externos, as diferencas nas
variacdes em L; sdo da ordem de 107> do valor inicial de L; para o intervalo considerado.

4 Comentarios Finais

Neste trabalho foi apresentada uma anélise da influéncia do TGG no movimento
rotacional de um satélite artificial ndo simétrico e em orbita eliptica, para as regides
de circulacdo do plano de fase. As varidveis de Andoyer mostraram-se adequadas
para a anélise realizada.

Para 0 movimento rotacional com o TGG foram analisados os espacos de fase e o
comportamento temporal das varidveis de Andoyer nos mesmos pontos das regifes
de circulagéo do espaco de fase (l;xL;) utilizados em [3] para 0 movimento livre de
torques externos.
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Figura 2: Comportamento temporal de I, e |s.

010100-5

© 2016 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2016.004.01.0100

DOI: 10.5540/03.2016.004.01.0100

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 4, N. 1, 2016.

Os resultados obtidos nas integraces numéricas estdo de acordo com oS
resultados analiticos obtidos por [Zanardi, 1986]. Os resultados aqui obtidos serdo
em uma anélise de estabilidade ndo linear através de um critério de estabilidade que

exige a normalizacdo da Hamiltoniana ao redor dos pontos de equilibrio.
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