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Uma nova codificação para sistemas de comunicação caóticos

Renato Candido1, Magno T. M. Silva2, Marcio Eisencraft3
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Resumo. Neste artigo, é proposta uma função de codificação para sistemas de comunicação ba-
seados em caos, que assegura a geração de sinais caóticos. Com base nessa função, é apresentado
um esquema de equalização adaptativa. Por meio de resultados de simulação, é mostrado que esse
sistema apresenta maior imunidade à interferência intersimbólica e rúıdo.
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1 Introdução

Em um sistema de comunicação baseado em caos (SCBC), cada bit de informação é transmitido
usando um fragmento diferente de um sinal caótico [14, 15]. Sendo assim, esses sistemas diferem
dos convencionais, nos quais cada śımbolo é associado com uma forma de onda predefinida. Apesar
de poderem proporcionar algumas vantagens interessantes como um aumento na segurança [3, 4],
esses sistemas apresentam alguns desafios práticos já que o receptor ótimo não é conhecido [11].

Muitos esquemas de comunicação baseados em sincronismo caótico foram propostos [4, 14, 19]
explorando propriedades interessantes dos sinais caóticos, como a aperiodicidade e a dependência
senśıvel às condições iniciais (DSCI) [2]. Entretanto, esses sistemas raramente ultrapassaram a
fronteira entre a implementação teórica e as aplicações práticas comerciais [3]. Isso ocorre devido
à sensibilidade do sincronismo caótico à imperfeições no canal de comunicação [9, 20].

Um SCBC de tempo discreto particularmente interessante foi proposto em [10], baseado no
sistema de Wu e Chua [21], no qual a mensagem é realimentada no gerador de sinais caóticos
(GSC). Esse sistema pode ser considerado um modelo simplificado do sistema ótico implementado
na prática por Argyris et al. [3]. Foi mostrado em [10] que, dadas algumas condições, a mensagem
pode ser recuperada sem erros quando o canal de comunicação é ideal. Entretanto, esse SCBC
apresenta desempenho ruim em termos de taxa de erro de bit quando estão presentes imperfeições
no canal. Além disso, não há garantia de que os sinais transmitidos são de fato caóticos.

Em [7], foi proposto um esquema de equalização de canais para esse SCBC, considerando o
mapa de Ikeda [13] como GSC e o produto entre a mensagem e o sinal caótico como codificação.
Apesar do desempenho razoável em diferentes canais, não foi verificado se os sinais gerados eram
realmente caóticos. Recentemente, foi mostrado que o SCBC apresentado em [7] não produz sinais
caóticos [5]. Em [6, 8], foi proposto outro SCBC usando o mapa de Hénon [12] no lugar do mapa
de Ikeda com a mesma função de codificação. Nesse caso, pode-se mostrar facilmente que os sinais
transmitidos são realmente caóticos. Entretanto, o desempenho desse sistema ainda é inferior em
relação ao desempenho de um sistema convencional, sem caos.

Neste artigo, é proposta uma nova função de codificação e um sistema para equalização para
o SCBC de [6, 8]. Essa codificação assegura a geração de sinais caóticos para uma variedade de
parâmetros e apresenta uma maior imunidade a interferência intersimbólica e rúıdo, em comparação
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com a codificação de [6,8], proporcionando taxas de erro de bit menores para a mesma velocidade
de convergência.

O artigo está organizado da seguinte forma. Na Sec. 2, é feita uma descrição do SCBC de [6,8].
Na Sec. 3, a nova função de codificação é apresentada. Em seguida, é apresentado o algoritmo de
equalização considerando essa nova função de codificação na Sec. 4. Resultados de simulação em
diferentes cenários são apresentados na Sec. 5. Por fim, são apresentadas as conclusões na Sec. 6.

2 Formulação do problema
O SCBC considerado neste trabalho é mostrado na Fig. 1 [6,7]. Nesse esquema, um sinal binário

m(n) ∈ {−1, +1} é codificado usando o primeiro componente do vetor de estados x(n) do sistema
mestre, através de uma função de codificação s(n) = c (x1(n),m(n)), de forma que seja posśıvel
recuperar m(n) usando uma função inversa, i.e., m(n) = c−1 (x1(n), s(n)). Em seguida, o sinal
s(n) é realimentado no GSC e transmitido por um canal de comunicação, cujo modelo é constitúıdo
de uma função de transferência H(z) e rúıdo aditivo branco Gaussiano (AWGN - additive white

gaussian noise). É considerado um equalizador com M coeficientes com vetor regressor de entrada
r(n) e sáıda ŝ(n)=rT (n)w(n−1), em que (·)T indica transposição ew(n−1) é o vetor de coeficientes
do equalizador. O equalizador deve mitigar a interferência intersimbólica introduzida pelo canal e
recuperar o sinal s(n) com um atraso de ∆ amostras.
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ŝ(n)r(n)

x̂i(n)

xi(n)

x(n) x(n+1)

x̂(n) x̂(n+1)

z
−∆

Figura 1: Sistema de comunicação baseado em caos com equalizador.

Se for obtido sincronismo caótico entre o transmissor e o receptor [16], i.e., se x̂(n) → x(n),
m(n) pode ser decodificado por

m̂(n) , c−1 (x̂1(n), ŝ(n))→ m(n), (1)

sendo x̂1(n) o primeiro componente do vetor de estados x̂(n) do sistema escravo. Assim, o erro
e(n) = m(n−∆)−m̂(n) pode ser utilizado como critério de equalização. Uma vez que o sincronismo
caótico entre mestre e escravo é obtido, m(n) pode ser usado para transmitir informação entre os
dois sistemas, sendo m̂(n) a mensagem binária decodificada.

O mapa de Hénon [12] é utilizado em ambos os GSCs da Fig. 1 e portanto, as equações que
governam o sistema dinâmico global podem ser escritas como

x(n+ 1) = Ax(n) + b+ f (s(n)) , (2)

x̂(n+ 1) = Ax̂(n) + b+ f (ŝ(n)) , (3)

sendo x(n) , [x1(n) x2(n)]
T

, x̂(n) , [x̂1(n) x̂2(n)]
T

,

A=

[
0 1
β 0

]
,b=

[
1
0

]
, f (s(n))=

[
−αs2(n)

0

]
, (4)

sendo α e β parâmetros do mapa. Foi mostrado em [10] que, sob condições ideais de canal,
m̂(n)→ m(n), quando |β| < 1, o que garante que os autovalores de A têm módulo menor que um.
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3 Codificação da mensagem

Em [6,7] o produto
s(n) = x1(n)m(n) (5)

foi utilizado como função de codificação. Entretanto, o desempenho obtido em canais não ideais foi
muito inferior ao desempenho obtido com modulações convencionais. Dessa forma, é interessante
encontrar outras codificações que gerem sinais caóticos e ainda levem a um desempenho superior.

Em [1], a combinação linear

s(n) = (1− γ)x1(n) + γm(n) (6)

foi proposta, sendo 0 < γ ≤ 1 um parâmetro que controla a intensidade do sinal caótico x1(n) em
relação à mensagem m(n). Foi mostrado que o sincronismo caótico pode ser mais robusto quando
se utiliza valores maiores de γ. Entretanto, não foi verificado se os sinais transmitidos eram de
fato caóticos. Para verificar essa questão, será considerada uma forma mais geral de (6), i.e.,

s(n) = γ1x1(n) + γ2m(n), {γ1, γ2} ⊂ [0, 1]. (7)

Na Fig. 2-(a) é mostrado o valor do máximo expoente de Lyapunov λ [2] obtido no transmissor
em função de γ1 and γ2 considerando uma mensagem m(n) binária, aleatória e equiprovável.
Para obter o máximo expoente de Lyapunov, utilizou-se o algoritmo descrito na Sec. 5.2 de [2],
considerando m(n) como sendo um parâmetro variável. Para facilitar a visualização, a área onde
o máximo expoente de Lyapunov é negativo, o que indica ausência de DSCI, é indicada pela cor
cinza. A linha tracejada γ1 + γ2 = 1 representa o conjunto de parâmetros associados à codificação
(6), com γ = γ2. Dessa forma, (6) gera sinais caóticos apenas quando γ é pequeno e s(n) ≈ x1(n).
Entretanto, nesse caso, o SCBC não apresenta um desempenho satisfatório com o canal AWGN [1].
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Figura 2: Máximo expoente de Lyapunov obtido usando (i) (7) e (ii) (8) em função de γ1 e γ2. A área
cinza indica um λ negativo. A área em branco indica divergência do transmissor.

A fim de aumentar o tamanho do conjunto de parâmetros com os quais são gerados sinais
caóticos, foi proposta a seguinte a seguinte função de codificação

s(n) = γ1x1(n)− γ2 [m(n) + 1] sign [γ1x1(n)] , (8)

sendo sign[·] a função sinal. A ideia é diminuir a perturbação causada pela mensagem em x1(n).
Nesse caso, quando m(n) = −1, s(n) = γ1x1(n) e quando m(n) = 1, uma constante com sinal
oposto à x1(n) é somada a ele. A função de decodificação é dada por

m̂(n) =
γ1(n)x̂1(n)− ŝ(n)

γ2(n)sign[γ1(n)x̂1(n)]
− 1. (9)

A Fig. 2-(b) é análoga à Fig. 2-(a) considerando a codificação (8). Como pode ser notado,
usando (8) é posśıvel obter um conjunto maior de parâmetros γ1 e γ2 que geram sinais caóticos.
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Além disso, como será mostrado na Sec. 5, existem valores de γ1 e γ2 na área colorida da figura,
que proporcionam um bom desempenho quanto à equalização. Em particular, serão considerados
os valores γ1=0,9 e γ2=0,3.

4 Algoritmo de equalização

Em [6, 8], foi proposto um algoritmo do gradiente estocástico para adaptar o equalizador no
esquema da Fig. 1, mas considerando o produto como codificação. Esse algoritmo foi denominado
de NLMS (normalized least-mean-squares) caótico4 e foi deduzido levando-se em conta a função
de codificação (5). Para se obter um algoritmo adaptativo para a codificação proposta na Seção 3
[Equação (8)], pode-se seguir os mesmos passos da dedução apresentada em [6, 8], chegando-se ao
algoritmo da Tabela 1. Para distinguir esses dois algoritmos, o algoritmo da Tabela 1 é denotado
por cNLMS+, enquanto o algoritmo de [6, 8], por cNLMS×.

Cabe observar que um erro no sinal de γ1(n)x̂1(n) somente causa um erro na mensagem deco-
dificada quando m(n) = 1. Neste caso, substituindo m̂(n) = 1 em (9), obtém-se

sign[γ1(n)x̂1(n)] =
γ1(n)x̂1(n)− ŝ(n)

2 γ2(n)
. (10)

Substituindo (10) com o sinal oposto em (9), a mensagem recuperada deve ser

m̂(n) =
−2 [γ1(n)x̂1(n)− ŝ(n)]

γ1(n)x̂1(n)− ŝ(n)
− 1 = −3. (11)

Assim, é posśıvel identificar quando um erro ocorre na estimativa de sign[γ1(n)x̂1(n)] usando a
estimativa da mensagem, que deve ser igual a 1, mas é decodificada como −3. Para contornar esse
problema, quando m̂(n) é decodificado no intervalo −3,5 < m̂(n) < −2,5, considera-se m̂(n) ←
m̂(n) + 4.

Para assegurar a estabilidade do algoritmo e evitar estimativas errôneas quando x̂1(n) é muito
grande, introduz-se um limite para x̂1(n), i.e., se |x̂1(n)| > X , considera-se simplesmente x̂1(n)←
Xsign[x̂1(n)], em que X é uma constante positiva. Não se observou degradação no desempenho em
diferentes simulações quando X = 100 é usado. De maneira similar ao algoritmo de [6,8], é posśıvel
mostrar que cNLMS+ é estável no sentido robusto se µ̃ for escolhido no intervalo 0 < µ̃ < 2.

5 Resultados de simulação

Em todas as simulações, é considerado um sistema de comunicação utilizando o mapa de Hénon
com parâmetros α = 1, 4 e β = 0, 3. Os vetores de estado foram inicializados com x(0) = 0 e
x̂(0) = [ 0, 1 − 0, 1 ]T , respectivamente. Além disso, é considerada a transmissão de uma sequência
binária m(n) ∈ {−1, +1} e os equalizadores foram inicializados com w(0) = 0. Para efeito de
comparação, também foi considerado o esquema de [6,8], onde a função de codificação é dada por
(5).

Inicialmente, é considerada a transmissão da sequência codificada s(n) através do Canal 1
com função de transferência H1(z) = −0, 005 + 0, 009z−1 − 0, 024z−2 + 0, 850z−3 − 0, 218z−4 +
0, 050z−5− 0, 016z−6, sofrendo uma variação abrupta para o Canal 2 com função de transferência
H2(z) = −0, 004 + 0, 030z−1 − 0, 104z−2 + 0, 520z−3 + 0, 273z−4 − 0, 074z−5 + 0, 020z−6, em n =
100× 103, na ausência de rúıdo [6,17]. Nas Figs. 3-(a) e (b) são mostrados os coeficientes ao longo
das iterações para o cNLMS× e o cNLMS+, respectivamente. Para ambos os canais e algoritmos,
foram considerados equalizadores com M = 12 coeficientes e um atraso de ∆ = 7 amostras. Os
passos de adaptação dos algoritmos cNLMS× e cNLMS+ foram ajustados a fim de obter uma

4O termo caótico é usado para os algoritmos deste trabalho apenas para distigúı-los das versões originais do
algoritmo NLMS (veja, e.g., [18]). O uso desse termo não significa que o comportamento dos algoritmos é caótico.
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Tabela 1: Sumário do cNLMS+ para o mapa de Hénon.
Inicializar o algoritmo com:
w(−1) = 0, x̂(0) = [ 0, 1 − 0, 1 ]T

A =

[
0 1
β 0

]
, b =

[
1
0

]

α, β: parâmetros do mapa de Hénon; 0 < µ̃ < 2

δ: constante positiva pequena; X : constante positiva grande
γ1(n) e γ2(n): parâmetros da função de codificação

Para n = 0, 1, 2, 3 . . . , calcular:
ŝ(n) = rT (n)w(n− 1)

se |x̂1(n)| > X

x̂1(n)← Xsign[ x̂1(n) ]
fim

m̂(n) =
γ1(n)x̂1(n)− ŝ(n)

γ2(n)sign[γ1(n)x̂1(n)]
− 1

e(n) = m(n−∆)− m̂(n)

se −3.5 < m̂(n) < −2.5
m̂(n)← m̂(n) + 4

fim

w(n)=w(n−1)−
µ̃γ2(n)sign[γ1(n)x̂1(n)]

δ + ‖r(n)‖2
e(n)r(n)

x̂(n+ 1) = Ax̂(n) + b+

[
−αŝ2(n)

0

]

fim

velocidade de convergência aproximadamente igual para ambos os algoritmos. Como pode ser
notado, para ambos os casos e ambos os canais, os equalizadores convergem para a solução de
Wiener indicada pelas linhas tracejadas. Na Fig. 3-(c), a taxa de erro de bit (BER - bit error rate)
é usada como medida de desempenho para comparar os resultados obtidos pelo algoritmo cNLMS×
e pelo algoritmo cNLMS+. Para cada ponto mostrado nessa figura, foi considerado um equalizador
com coeficientes fixos dados pelos valores mostrados nas Figs. 3-(a) and (b) e foi medida a BER
dos sistemas após a transmissão de 105 amostras de uma mensagem binária. Pode-se notar que,
para o Canal 1, com ambos os sistemas, usando (5) ou (8), são obtidos resultados similares em
termos de BER após a convergência dos equalizadores. Entretanto, após a variação abrupta de
canal (para o Canal 2), o sistema que codifica a mensagem com (8) tem um desempenho superior
ao do sistema que usa (5). Isso indica que o sistema que usa (8) para codificar a mensagem pode
ser mais robusto à interferência intersimbólica do que o sistema que usa (5).

Por fim, considerando a transmissão da sequência codificada pelo Canal 3 com função de trans-
ferência H3(z) = 0.25 + z−1 + 0.25z−2, foram obtidas curvas de BER em função da relação sinal-
rúıdo (SNR), conforme mostrado na Fig. 4. Como valor de referência para equalização em um
cenário dispersivo e com rúıdo, também foram inclúıdas curvas de BER para o canal AWGN não
dispersivo, obtidas utilizando a codificação (8) mas sem o equalizador. Para fins de comparação,
também foram inclúıdas as curvas obtidas com a solução de Wiener, considerando a codificação
com (5) e considerando um sistema convencional, sem caos. Pode-se notar que a BER obtida
utilizando (8) para codificar a mensagem e o algoritmo cNMLS+ é inferior à solução ótima ob-
tida com o sistema que utiliza (5) para SNRs de 30 dB a 60 dB. Para SNRs menores, de 0 dB a
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Figura 3: Média dos M = 12 coeficientes do (a) cNLMS× (µ̃=0, 01, δ=10−5, ε=0, 1, X =100),
(b) cNLMS+ (µ̃= 0, 02, δ= 10−2, ε= 0, 1, X = 100) e solução de Wiener (linhas tracejadas); (c)
Taxa de erro de bit considerando os coeficientes do equalizador fixos para o cNLMS× e o cNLMS+;
Variação abrupta do Canal 1 para o Canal 2 em n = 100× 103.

30 dB, a BER obtida com a codificação (8) e o algoritmo cNMLS+ é semelhante à obtida com a
codificação (5). Vale notar que, para SNRs de 20 dB a 60 dB, o algoritmo cNMLS+ não obtém
o desempenho ótimo, que é próximo ao desempenho obtido com o canal AWGN não dispersivo.
Isso ocorre devido à escolha do passo de adaptação do algoritmo cNMLS+, sendo posśıvel obter
resultados mais próximos aos da solução de Wiener diminuindo-se o passo de adaptação, porém
diminuindo a velocidade de convergência do algoritmo.
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Figura 4: Taxa de erro de bit para o canal AWGN não dispersivo e para o Canal 3, cNLMS+
(µ̃= 0, 02; δ = 10−5), solução de Wiener usando (8), solução de Wiener usando (5) e solução de
Wiener para o sistema convencional com M = 21;∆ = 11.

6 Conclusões

Neste artigo, foi proposta uma nova função de codificação que assegura a geração de sinais
caóticos. Além disso, foi apresentado um esquema de equalização supervisionada baseado no
algoritmo NLMS para possibilitar a recuperação de uma sequência binária em um SCBS. Os
resultados de simulação mostram que o algoritmo tem um desempenho superior em relação ao
algoritmo de [6, 8] em termos de BER, considerando a mesma velocidade de convergência. Em
trabalhos futuros, pretende-se estender esse esquema para permitir comunicação baseada em caos
sem a necessidade de uma sequência de treinamento.
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