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Resumo. Por meio da teoria algébrica dos números propomos um eficiente método baseado
na estratégica compute-and-forward para quantização de coeficientes de um canal associado a
problemas de codificação em redes. O desenvolvimento desta técnica é realizado via partição
de cadeias de códigos reticulados definidos sobre o anel de inteiros Eisentein-Jacobi, obtidos
a partir de corpos ciclotômicos Q(ζ9.2s) com s ≥ 2, onde ζ9.2s denota raiz 9.2s-ésima da
unidade.
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1 Introdução

Um t́ıpico problema de transmissão de informação em uma rede sem fio é de que
qualquer receptor não somente captura o sinal a partir de seu transmissor designado, mas
também a partir de todos os outros transmissores próximos tal comportamento é conhecido
por interferência. A interferência sempre foi vista como um obstáculo na comunicação
em redes sem fio, diversos algoŕıtmos e protocolos foram desenvolvidos para contornar
problemas desta natureza.

Recentemente foi proposta uma nova técnica denominada de compute-and-forward [5]
que tira proveito da interferência para obter altas taxas entre os transmissores de uma
rede.

Cada relé, indexado por m = 1, 2, . . . ,M , observa as combinações rúıdosas dos sinais
transmitidos através do canal dadas por:
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ym =

L∑
l=1

hmlxl + zm, (1)

onde ym denota o sinal recebido, xm denota o sinal trasmitido, hml denota o canal e zm o
rúıdo no canal.

Esta técnica permite que os relés decodifiquem equações lineares das mensagens trans-
mitidas por meio de combinações lineares rúıdosas que são fornecidas pelo canal. Após os
relés decodificam estas equações lineares, eles enviam estas mesmas aos destinos, os quais
para um dado número suficiente de equações lineares é capaz de recuperar as mensagens
transmitidas através da quantização dos coeficientes do canal.

2 Descrição Matemática do Problema

Tunali [5] provou a existência de cadeias de partições infinitas de códigos reticulados
aninhados que são simultâneamente bons para problemas de codificação de canal e de
quantização. Códigos reticulados aninhados são obtidos via a a Construção A, uma técnica
que permite obter reticulados através do mergulho de um código linear definido sobre um
corpo finito Fp em RN ou em CN .

Em [5], os autores mostraram a existência de uma cadeia infinita de códigos reticulados
aninhados sobre Z[ω] (o anel de inteiros de Eisentein-Jacobi), garantindo que a técnica
compute and forward possa ser aplicada.

O que permite que a analise possa ser realizada via um canal equivalente ao anterior
induzido pela transformação módulo Λ. Neste novo modelo de canal ”virtual”cada relé
analise os pontos reticulados dados por combinações sobre Z[ω] como sendo

∑
amltl sob

a ação de um rúıdo efetivo zeq,m, isto é,

ym =
L∑
l=1

amltl + zeq,m. (2)

Supomos que ao aplicarmos a transformação unitária U recebemos o vetor (2). Assim,
teremos

ȳm = Uym =
L∑
l=1

amlUtl + Uzeq,m, (3)

onde zeq,m é um rúıdo Gaussiano que é circular complexo dado por (3). Agora, analisare-
mos os vetores da forma amlUtl. Por simplicidade de notação, escreveremos da forma

x̄ = h · U · x, (4)
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onde x = tl é o ponto reticulado transmitido pelo considerado usuário e h = aml é o
coeficiente do canal. Podemos reescrever da maneira

h 0 · · · 0
0 h · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · h

 · U · x = H · U · x. (5)

Nossa meta é a de quantizar a matrix diagonal H por uma outra matriz diagonal. Fare-
mos a abordagem matricial deste problema via códigos reticulados e as matrizes diagonais
que usaremos na quantização será obtido como conseguência do procedimento algébrico
que na qual mostraremos que cada matriz geradora Mk associado a cada código reticulado
da cadeia infinita de partição de códigos reticulados é expressa na forma Mk = BkM , onde
M é uma matriz geradora de um reticulado da partição e cada Bk é matriz diagonal.

3 Formulação e Solução Matemática do Problema

A formulação e resolução do problema em questão será baseado na teoria algébrica dos
números.

Neste sentido, consideremos uma cadeias de corpos ciclotômicos dados por Q ⊂ L0 ⊂
L1 ⊂ L2 ⊂ . . . ⊂ Ls, satisfazendo a condição de que L0 = Q(ω), L1 = L0(ζ9.2) e para todo

s ≥ 2 temos Ls = Q(ζ9.2s), onde ω = −1
2 + i

√
3
2 denotam as ráızes terceira 9.2s-ésima da

unidade, respectivamente.
A cadeia acima também pode ser denotada por Ls/Ls−1/ · · · /L2/L1. Cada corpo Ls

pode ser visto como um espaço vetorial sobre Q ou sobre corpo ciclotômico Ls−1.
Diremos que Ls/Ls−1 é uma extensão finita de corpos se Ls visto como espaço vetorial

sobre Ls tem dimensão finita. Associado a cada extensão finita de corpos Ls/Ls−1, temos
como consequência do fato de que ζ29.2s = ζ9.2s−1 e Ls = Ls−1(ζ9.2s) as sequintes relações:

1. {1, ζ9.2s} é uma base de Ls sobre Ls−1 tendo ζ9.2s como raiz do polinômio minimal
ps(x) = (x− ζ9.2s)(x+ ζ9.2s) e com o grupo de Galois associado a extensão dado por
Gal(Ls/Ls−1) = {id, σs} onde σs denota as permutações das ráızes do polinômio
minimal ps.

2. {1, ζ9.2s , . . . , ζN−19.2s } é uma base de Ls sobre K tendo ζ9.2s como raiz do polinômio

minimal µζ9.2s (x) =
∏N−1
k=0 (x− ζk9.2s). As ráızes de µζ9.2s (x) e com o grupo de Galois

associado a extensão de corpos L/K é dado por Gal(L/F ) = {σj : σj(ζ9.2s) =

ζj9.2s , ∀j = 0, 1, . . . , N − 1}, onde N = 3.2s−1 se K = Q e N = 3.2s−2 se K = Q(ω).

3. O conjunto dos elementos de L obtido como um módulo sobre Z gerado pela base
{1, ζ9.2s , ζ29.2s , · · · , ζ2

s−1

9.2s } é chamado de anel de inteiros de L denotado por OL ou
Z[ζ9.2s ]. Convém, desde que OL também pode ser visto como um módulo sobre Z[ω]
gerado pela base {1, ζ9.2s , ζ29.2s , · · · , ζ2

s−2

9.2s }.

A partir de uma extensão finita de corpos L/K de grau t, podemos definir o traço e
a norma relativa de um elemento α ∈ OL como sendo os inteiros algébricos TrL/K(α) =
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∑t−1
i=0 σi(α) andNL/K(α) =

∏t−1
i=0 σi(α), respectivamente. Observe que TrL/K(α) eNL/K(α)

pertence a OK . Caso L/K/Q seja uma cadeia de extensões finitas de corpos, então para
cada elemento α ∈ L vale NL/Q(α) = NK/Q(NL/K(α)).

Se α, β ∈ L, então NL/Q(αβ) = NL/Q(α)NL/Q(β).

Exemplo 3.1. 1. Seja α = 1−ω ∈ Q(ω) então NQ(ω)/Q(1−ω) = id(1−ω)σ(1−ω) =
1− ω2 = 3, onde σ2 = id e Gal(Q(ω)/Q) = 〈σ〉 = {id, σ}.

2. Seja α = 1− ζ9.2s ∈ Z[ζ9.2s ], então, temos que NQ(ζ9.2s )/Q(9.2s−1)(1− ζ9.2s) = id(1−
ζ9.2s)σr(1− ζ9.2s) = (1− ζ9.2s)(1 + ζ9.2s) = 1− ζ29.2s = 1− ζ9.2s−1.

Os trabalhos [3] e [4] mostraram maneiras de se obter reticulados algébricos Λ isomorfos
a reticulados Z[ω]N via famı́lias de corpos ciclotômicos Q(ζ9.2s).

A partir de um ideal = ⊆ OL, podemos obter um reticulado algébrico complexo Λ
como consequência dos mergulhos complexos de L em CN definido da seguinte maneira

σ : L⇒ CN , with σ(x) = (σ0(x), · · · , σN−1(x)), (6)

onde σi ∈ Gal(L/Q(ω)), ∀i ∈ {0, . . . , N − 1}.
Seja {w0, · · · , wN−1} a base integral de OL sobre Z[ω], isto é,
No caso particular em que o ideal = = OL, obtemos o reticulado complexo associado

dado por

Λ = {x = λM |λ ∈ Z[ω]N},

onde M chamada de matriz geradora do reticulado algébrica Λ e é dada por:

M =

 σ0(w0) · · · σN−1(w0)
...

. . .
...

σ0(wN−1) · · · σN−1(wN−1)

 . (7)

Por outro lado, há uma outra matriz associado a um reticulado algébrico que chamamos
de matriz Gram e dada por G = M.M

t
, onde M

t
denota a matriz transposta conjugada

da matriz M .
O próximo Proposição 3.1 estabelece a conexão entre reticulados algébricos obtidos a

partir de um anel de inteiros Z[ζ9.2s ] e reticulados escalonados da forma Z[ω]N .

Proposição 3.1. [3] A matriz geradora M0 = ( 1√
N

)M do reticulado algébrico associado

a Z[ζ9.2s ] é unitária e a matriz Gram G = M0M0
t

= Id, onde N = 3.2s−2.

3.1 Construção de cadeia de reticulados aninhados

Dizemos que uma cadeia de reticulados Λn−1, · · · ,Λ1 está aninhado no reticulado Λ
se Λn−1 ⊆ Λn−2 ⊆ · · · ⊆ Λ1 ⊂ Λ. Faremos uso da teoria algébrica dos números para
construir explicitamente cadeias de reticulados aninhados.
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Caso os reticulados desta cadeia de reticulados sejam códigos reticulados, então de-
nominamos de cadeia de códigos reticulados aninhados. Uma importante classe de códigos
reticulados podem serem obtidos a partir de Z[ω]N . Para isto basta que consideremos
o código C como sendo o conjunto de todos as N -uplas de Z[ω]N congruente modulo
φ = 1− ω. Neste caso caso, obtemos C ' Z[ω]N/φZ[ω]N .

Note que a partir do reticulado complexo Z[ω]N podemos uma cadeia de partição
infinita de subreticulados na forma Z[ω]N/φZ[ω]N/φ2Z[ω]N/ · · ·

Forney [2] mostrou que podemos expressar φkZ[ω]N por meio de uma fórmula código
complexa

φkZ[ω]N = φk−1Z[ω]N + φk−2Ck−1 + · · · C0, (8)

e que estes reticulados complexos φkZ[ω]N são identificados por códigos lineares sobre o
corpo finito F3 e que podem serem vistos como um ideal primo no anel fatorial F3[x]/(xN−
1) ' FN3

O que garante que os códigos reticulados aninhados podem serem caracterizados na
forma φkZ[ω]N .

Consideremos uma cadeia de ideais em Z[ζ9.2s ] rotulados por rotulados por =k =
(α)kZ[ζ9.2s ], onde α = (1− ζ9.2s).

Desde que {w0, . . . , wN−1} é uma base integral do anel de inteiros Z[ζ9.2s ] sobre Z[ω].
Da teoria de reticulados algébricos, temos que {αkw0, . . . , α

kwN−1} é uma base integral de
ideal =kZ[ζ9.2s ] visto como um módulo sobre Z[ω], onde wi = ζi9.2s i ∈ {0, 1, . . . , N − 1}.

No caso particular em que k = 0, obtemos ideal trivial =0 = Z[ζ9.2s ]. Para este caso a
matriz geradora M0 do reticulado algébrico Λ0 descrita pela Proposição 3.1. A próxima
Observação 3.1 que é baseada nos resultados de [3] e [4] que estabelecem uma importante
conexão entre reticulados algébricos Λk associados aos ideais =k e a matrizes geradoras de
reticulados obtidos via a forma traço.

Observação 3.1. A matriz Gram G = MkMk
t

concide a matriz TL/Q(ω)(αwjαwj)
N−1
j=0

para reticulados ideais, isto é reticulados obtidos a através de ideais gerados por α via
forma fórmula traço a partir de famı́lias de corpos ciclotômicos Q(ζ9.2s).

Assim, matriz Gram do reticulado Λk é escrita na forma Gk = M.BkMBk, onde
Bk = diag(αk, σ(αk), . . . , σN−1(αk)).

A notação a denota o conjugado transposta de um elemento a = a1 +a2ω ∈ Z[ω] dada
por a = a1 + a2ω

2. No sentido de fornecermos uma caracterização algébrica explicita dos
reticulados obtidos por meio da cadeia de ideais =k = (αk)Z[ζ9.2s ] é que consideraremos a
Proposição 3.2.

Proposição 3.2. A norma relativa NQ(ζ9.2s )/Q(ω) aplicada sobre o elemento 1 − ζ9.2s é
dada por NQ(ζ9.2s )/Q(ω)(1− ζ9.2s) = 1− ω,∀s > 2.

Demonstração. 1. para s = 0, segue-se que NQ(ζ9)/Q(ω)(1− ζ9) = id(1− ζ9)σ3(1− ζ9) =
(1− ζ9)(1 + ζ9) = 1− ζ29 = 1− ω.

2. Assumiremos por indução sobre s− 1 que NQ(ζ9.2s−1 )/Q(ω)(1− ζ9.2s−1) = 1− ω.
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Pelo item (2) do Exemplo 3.1, temos que NQ(ζ9.2s )/Q(9.2s−1)(1− ζ9.2s) = 1− ζ9.2s−1 .

Pela propriedade de norma relativa em uma extensão finita de corpos, temos que
NQ(ζ9.2s )/Q(ω)(1− ζ9.2s) = NQ(ζ9.2s−1 )/Q(ω)(NQ(ζ9.2s )/Q(9.2s−1)(1− ζ9.2s)).
Portanto,conclúımos que NQ(ζ9.2s )/Q(ω)(1− ζ9.2s) = 1− ω.

Proposição 3.3. Seja α = 1− ζ9.2s. Para cada reticulado ideal Λk in CN associado a um
ideal =k = (α)kZ[ζ9.2s ] é isomorfo a um código reticulado (1−ω)kZ[ω]N para todo inteiro
k ≥ 1.

Demonstração. Analisaremos primeiro a matriz Gram matrix G = MkMk
t

associada ao
reticulado ideal Λk. Temos que a matriz Mk pode ser escrita na forma

Mk = σα(ζj9.2s)
N−1
j=0 .diag(αk, . . . , σk(α

k)) e Mk
t

= σ(wj))
N−1
j=0 .diag(αk, . . . , σk(αk))

Usando de forma conveniente as propriedades da transposta conjugada do produto de
matrizes, podemos expressar a matriz Gram por:

G = (σα(ζj9.2s)
N−1
j=0 ).(σα(ζj9.2s))

N−1
j=0 )t

N−1∏
i=0

σi(α
k)

N−1∏
i=0

σi(αk).

No entanto, temos que M0 = (σα(ζj9.2s)
N−1
j=0 ) e

∏N−1
i=0 σi(α) = NQ(ζ9.2s )/Q(ω)(α

k).
Pelo Exemplo 3.2, temos NQ(ζ9.2s )/Q(ω)(α) = 1− ω.

Assim, obtemos NQ(ζ9.2s )/Q(ω)(α)k = (1− ω)k .
O que nos permite reescrever G na forma

G = (1− ω)kM0((1− ω))kM0M0
t

= M0M0
t

= (1− ω)kM0(1− ω)kM0 (9)

Desde que M0 é a matriz geradora do código reticulado Z[ω]N , podemos concluir que
(1− ω)kM0 denota a matriz geradora do código reticulado (1− ω)kZ[ω]N .

Um fato bem conhecido é que a partir da sequência de ideais =kZ[ζ9.2s ] em Z[ζ9.2s ],
podemos obter uma outra sequência de ideais =−kZ[ζ9.2s ] inversos de =kZ[ζ9.2s ] em Z[ζ9.2s ].
Estes ideais são definidos por =−k = {x ∈ Q(ζ9.2s) | x=k ⊆ Z[ζ9.2s ]} e também satisfazem
a relação de que OL = =k=−k.

logo, obtemos a próxima Proposição.

Proposition 3.1. Seja α = 1 − ζ9.2s. Então para cada reticulado ideal Λ−k em CN
associado a um ideal =−k = (α)−kZ[ζ9.2s ] é isomorfo a um código reticulado 1

(1−ω)kZ[ω]N

para todo inteiro negativo k ≤ 1.

Demonstração. A demonstração é análoga é realizada na Proposição 3.3. A única diferença
é de que neste caso ao desenvolver a matriz Gramm do reticulado Λ−k, obtemos

G = (σα(ζj9.2s)
N−1
j=0 ).(σα(ζj9.2s))

N−1
j=0 )t

N−1∏
i=0

σi(α)−k
N−1∏
i=0

σi(α)−k.
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Utilizando o fato de que
∏N−1
i=0 σi(α)−k = (

∏N−1
i=0 σi(α)k)−1 = (NQ(ζ9.2s )/Q(ω)(α)k)−1,

obtem-se o desejado.

4 Resultados

A partir da cadeis de ideais =k = (αk)Z[ζ9.2s ] para α = 1 − ζ9.2s e k inteiro, obte-
mos uma cadeia infinita de reticulados complexas . . . /Λ−t . . . /Λ−1Λ0/Λ1/ . . . ,Λt . . . que
corresponde a uma cadeia infinita de códigos reticulados . . . /(1 − ω)−kZ[ω]N/ . . . /(1 −
ω)−1Z[ω]N/Z[ω]N/(1− ω)Z[ω]N/ . . . /(1− ω)kZ[ω]N/ . . . , onde cada reticulado complexo
Λk é isomorfo a um código reticulado (1− ω)kZ[ω]N .

5 Conclusões

Propomos uma novo método para aproximar os coeficientes de um canal a partir de
cadeias de particões infinitas de códigos reticulados sobre Z[ω].
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