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Resumo. Por meio da teoria algébrica dos niimeros propomos um eficiente método baseado
na estratégica compute-and-forward para quantizacao de coeficientes de um canal associado a
problemas de codificagao em redes. O desenvolvimento desta técnica é realizado via partigao
de cadeias de codigos reticulados definidos sobre o anel de inteiros Eisentein-Jacobi, obtidos
a partir de corpos ciclotémicos Q({g.2s) com s > 2, onde (g.o- denota raiz 9.2°-ésima da
unidade.
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1 Introducao

Um tipico problema de transmissao de informagdao em uma rede sem fio é de que
qualquer receptor nao somente captura o sinal a partir de seu transmissor designado, mas
também a partir de todos os outros transmissores proximos tal comportamento é conhecido
por interferéncia. A interferéncia sempre foi vista como um obstdculo na comunicacio
em redes sem fio, diversos algoritmos e protocolos foram desenvolvidos para contornar
problemas desta natureza.

Recentemente foi proposta uma nova técnica denominada de compute-and-forward [5]
que tira proveito da interferéncia para obter altas taxas entre os transmissores de uma
rede.

Cada relé, indexado por m = 1,2,..., M, observa as combinagoes ruidosas dos sinais
transmitidos através do canal dadas por:
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L

Ym = Z iy + 2m, (1)
=1

onde y,, denota o sinal recebido, x,, denota o sinal trasmitido, h,,; denota o canal e z,, o
ruido no canal.

Esta técnica permite que os relés decodifiquem equacoes lineares das mensagens trans-
mitidas por meio de combinagoes lineares ruidosas que sao fornecidas pelo canal. Apds os
relés decodificam estas equagoes lineares, eles enviam estas mesmas aos destinos, os quais
para um dado numero suficiente de equacoes lineares é capaz de recuperar as mensagens
transmitidas através da quantizacao dos coeficientes do canal.

2 Descricao Matematica do Problema

Tunali [5] provou a existéncia de cadeias de parti¢oes infinitas de cédigos reticulados
aninhados que sao simultaneamente bons para problemas de codificagao de canal e de
quantizacao. Cdédigos reticulados aninhados sao obtidos via a a Construg¢do A, uma técnica
que permite obter reticulados através do mergulho de um cédigo linear definido sobre um
corpo finito [F,, em RY ou em CV.

Em [5], os autores mostraram a existéncia de uma cadeia infinita de cédigos reticulados
aninhados sobre Z[w] (o anel de inteiros de Eisentein-Jacobi), garantindo que a técnica
compute and forward possa ser aplicada.

O que permite que a analise possa ser realizada via um canal equivalente ao anterior
induzido pela transformagao médulo A. Neste novo modelo de canal ”virtual”cada relé
analise os pontos reticulados dados por combinagoes sobre Z[w] como sendo Y a,,t; sob
a a¢ao de um ruido efetivo zeqm, isto ¢,

L
Ym = Z At + Zeq,m- (2)
=1

Supomos que ao aplicarmos a transformagao unitéria U recebemos o vetor (2). Assim,
teremos

L

In = Uy = 3_ amiUti + Useqm, 3)
=1

onde zeqm ¢ um ruido Gaussiano que ¢é circular complexo dado por (3). Agora, analisare-
mos os vetores da forma a,,;Ut;. Por simplicidade de notacao, escreveremos da forma

Kl
Il
>
d
8

(4)
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onde x = t; é o ponto reticulado transmitido pelo considerado usuario e h = a,,; € o
coeficiente do canal. Podemos reescrever da maneira

0 h -~ 0
U-x=H-U-z. (5)

Nossa meta é a de quantizar a matrix diagonal H por uma outra matriz diagonal. Fare-
mos a abordagem matricial deste problema via cédigos reticulados e as matrizes diagonais
que usaremos na quantizacao serd obtido como conseguéncia do procedimento algébrico
que na qual mostraremos que cada matriz geradora M}, associado a cada cddigo reticulado
da cadeia infinita de particdo de cédigos reticulados é expressa na forma Mj, = B¥M, onde
M é uma matriz geradora de um reticulado da particdo e cada B* é matriz diagonal.

3 Formulagao e Solucao Matematica do Problema

A formulacéo e resolucdo do problema em questao serd baseado na teoria algébrica dos
ndmeros.

Neste sentido, consideremos uma cadeias de corpos ciclotomicos dados por Q C Lg C
Ly C Ly C...C Lg, satisfazendo a condicao de que Ly = Q(w), L1 = Ly(9.2) e para todo
s > 2 temos Lg = Q((g.25), onde w = —% + z@ denotam as raizes terceira 9.2°-ésima da
unidade, respectivamente.

A cadeia acima também pode ser denotada por Ls/Ls_1/-+/Lo/L;. Cada corpo Ly
pode ser visto como um espago vetorial sobre Q ou sobre corpo ciclotomico Lg_1.

Diremos que Ls/Ls_1 é uma extensao finita de corpos se L, visto como espago vetorial
sobre Lg tem dimensao finita. Associado a cada extensao finita de corpos Lg/Ls_1, temos
como consequéncia do fato de que (Zos = Cgas-1 € Ls = Ls_1({o.2+) as sequintes relagdes:

1. {1,{g.2s} é uma base de L4 sobre Ls_1 tendo (92s como raiz do polinémio minimal
ps(z) = (x — (o.25)(x + (9.2¢) e com o grupo de Galois associado a extensao dado por
Gal(Ls/Ls—1) = {id,os} onde o, denota as permutagoes das raizes do polindémio
minimal pj.

2. {1,(g.0s,. .. ,Cé\;l} é uma base de Lg sobre K tendo (9.9s como raiz do polindomio
minimal ¢, . () = ff;(} (z — (¥ ye). As rafzes de i, ,. () e com o grupo de Galois
associado a extensdo de corpos L/K é dado por Gal(L/F) = {oj : 0j(C.2s) =
(J9e,¥5=0,1,...,N —1},onde N =32"se K =Qe N =3.252 se K = Q(w).

3. O conjunto dos elementos de L obtido como um mdédulo sobre Z gerado pela base

{1,025, B os, ,Cg;l} ¢ chamado de anel de inteiros de L denotado por Or, ou

Z[C9.25]. Convém, desde que O, também pode ser visto como um médulo sobre Z|w]
5—2

gerado pela base {1,925, (395, , (3 g5 }-

A partir de uma extensao finita de corpos L/K de grau t, podemos definir o trago e
a norma relativa de um elemento a € O, como sendo os inteiros algébricos Trp /i (a) =
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Zﬁ;é oi(a) and N/ g (a) = Hf;tl) oi(a), respectivamente. Observe que T'r, /i (o) e Np /()
pertence a O. Caso L/K/Q seja uma cadeia de extensoes finitas de corpos, entao para
cada elemento a € L vale Ny g(a) = Ng/o(Np k().

Se a, B € L, entao NL/Q(aﬂ) = NL/Q(a)NL/Q(ﬁ).

Exemplo 3.1. 1. Sejaa=1-w € Q(w) entio Nyl —w) =id(l —w)o(l —w) =
1 —w? =3, onde 0 = id e Gal(Q(w)/Q) = (o) = {id,o}.

2. Seja o =1 — (gas € Z[(g.2:], entdo, temos que Ng(c, ,s)/Q9.25-1)(1 — Co.2¢) = id(1 —
Co.2¢)0r(1 = Co.2) = (1 = Co.os ) (1 4 Co.2) = 1 — (G s = 1 — (g ot

Os trabalhos [3] e [4] mostraram maneiras de se obter reticulados algébricos A isomorfos
a reticulados Z[w]" via familias de corpos ciclotémicos Q((g.2s).

A partir de um ideal & C Op, podemos obter um reticulado algébrico complexo A
como consequéncia dos mergulhos complexos de L em C definido da seguinte maneira

o:L=C"N, with o(z) = (00(2), - ,on_1(2)), (6)
onde o; € Gal(L/Q(w)), Vi € {0,...,N — 1}.
Seja {wo, -+ ,wn_1} a base integral de Oy, sobre Z[w], isto é,
No caso particular em que o ideal & = Oy, obtemos o reticulado complexo associado
dado por

A={z =AM e ZL]"},

onde M chamada de matriz geradora do reticulado algébrica A e é dada por:

oo(wo) -+ on-1(wo)
M = : : : (7)
O’Q(U)N_l) O'N—l(wN—l)
Por outro lado, hd uma outra matriz associado a um reticulado algébrico que chamamos
de matriz Gram e dada por G = M .Mt7 onde M' denota a matriz transposta conjugada
da matriz M.

O préximo Proposicao 3.1 estabelece a conexao entre reticulados algébricos obtidos a
partir de um anel de inteiros Z[(g.2:] e reticulados escalonados da forma Z[w]" .

Proposicao 3.1. [3] A matriz geradora My = (ﬁ)M do reticulado algébrico associado
a Z[Cy.2s] € unitdria e a matriz Gram G = Mgﬁot = Id, onde N = 3.2572.

3.1 Construcao de cadeia de reticulados aninhados

Dizemos que uma cadeia de reticulados A,,_1,---, A1 estd aninhado no reticulado A
se A1 C Ao C--- C A C A. Faremos uso da teoria algébrica dos nimeros para
construir explicitamente cadeias de reticulados aninhados.
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Caso os reticulados desta cadeia de reticulados sejam cédigos reticulados, entao de-
nominamos de cadeia de cédigos reticulados aninhados. Uma importante classe de cédigos
reticulados podem serem obtidos a partir de Z[w]". Para isto basta que consideremos
o cédigo C como sendo o conjunto de todos as N-uplas de Z[w]"V congruente modulo
¢ =1 — w. Neste caso caso, obtemos C =~ Z[w]" /¢Z[w]".

Note que a partir do reticulado complexo Z[w]Y podemos uma cadeia de particio
infinita de subreticulados na forma Z[w]" /¢Z[w]N /¢ Z[w]N / - --

Forney [2] mostrou que podemos expressar ¢*Z[w]™ por meio de uma férmula cédigo
complexa

P LW = 12wV + ¢F 20k + - Co, (8)

e que estes reticulados complexos ¢kZ[w]N sao identificados por cédigos lineares sobre o
corpo finito F3 e que podem serem vistos como um ideal primo no anel fatorial F3[z]/(z" —
1) ~FY

O que garante que os cédigos reticulados aninhados podem serem caracterizados na
forma ¢*Z[w] V.

Consideremos uma cadeia de ideais em Z[(gos] rotulados por rotulados por I* =
(@)FZ[Cy.2s], onde o = (1 — Co.2s).

Desde que {wo,...,wy—1} é uma base integral do anel de inteiros Z[(g 2s] sobre Z[w].
Da teoria de reticulados algébricos, temos que {akwo, LT N—1} é uma base integral de
ideal S*Z[(g.9:] visto como um médulo sobre Z[w], onde w; = (& 5. i € {0,1,...,N —1}.

No caso particular em que k = 0, obtemos ideal trivial 3° = Z[(g.2s]. Para este caso a
matriz geradora My do reticulado algébrico Ay descrita pela Proposicao 3.1. A préxima
Observacao 3.1 que ¢é baseada nos resultados de [3] e [4] que estabelecem uma importante
conexao entre reticulados algébricos A, associados aos ideais I* e a matrizes geradoras de
reticulados obtidos via a forma traco.

Observagao 3.1. A matriz Gram G = Mkmt concide a matriz TL/@(W)(awjawj)é.V:f)l
para reticulados ideats, isto € reticulados obtidos a através de ideais gerados por a via
forma formula trago a partir de familias de corpos ciclotomicos Q((g.2s).

Assim, matriz Gram do reticulado Ay € escrita na forma Gj = M.Bkﬂﬁ, onde
BF = diag(a*,o(a®),...,aV "1 (aF)).

A notacao @ denota o conjugado transposta de um elemento a = a1 + asw € Z[w| dada
por @ = aj + asw?. No sentido de fornecermos uma caracterizacio algébrica explicita dos
reticulados obtidos por meio da cadeia de ideais ¥ = (aF)Z[g.25] é que consideraremos a
Proposicao 3.2.

Proposigao 3.2. A norma relativa Ng, ,s)/(w) aplicada sobre o elemento 1 — (925 €
dada por No¢y ,s)/0(w) (1 — Coos) =1 —w,Vs > 2.

Demonstragdo. 1. para s = 0, segue-se que Ng¢y)/0(w)(1—Co) = id(1—(g)o3(1—(g) =
(1-C)(A+C)=1-¢=1-w.

2. Assumiremos por indugao sobre s — 1 que Ny, ,. 1)/Q(w)(1 — Co.2s-1) =1 —w.
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Pelo item (2) do Exemplo 3.1, temos que Ny ¢, ,.)/0(9.25-1)(1 — Co.25) = 1 — (g 0s-1.

Pela propriedade de norma relativa em uma extensao finita de corpos, temos que
No(go.2)/0) (1= €.20) = No(g, pem1)/0() (Ng(Go.00)/@(020-1) (1 = Co.29))-

Portanto,concluimos que Ng¢, 5s)/0(w) (1 — Co.2s) =1 — w.
O

Proposicao 3.3. Seja o = 1 —(9.9s. Para cada reticulado ideal Ay, in CV associado a um
ideal I* = ()FZ[(g.25] € isomorfo a um cddigo reticulado (1 —w)FZ[w]N para todo inteiro
k>1.

Demonstragdo. Analisaremos primeiro a matriz Gram matrix G = Mkmt associada ao
reticulado ideal Ay. Temos que a matriz My, pode ser escrita na forma,
7]\[ R
M, = 0a(& 25) o diag(a®, ... op(ak)) e M = o(wy));— dzag(ozk ., o(ak))
Usando de forma conveniente as propriedades da transposta conjugada do produto de
matrizes, podemos expressar a matriz Gram por:

G= (Ua(Cg,QS)é'V:_()l) (Ua Cg 2s) H oi(a H Ui(ak)'

No entanto, temos que My = (aoé(g‘9 29) ) e H % o'l( ) = No(co 0)/0(w) (a®).
Pelo Exemplo 3.2, temos NQ(QQ_QS)/Q(W)( ) =1—-w.

Assim, obtemos NQ(CQAQS)/Q(M)(a)k =(1-w.
O que nos permite reescrever G na forma

G = (1 —w)"My((1 — w)F MoMy' = MoMy' = (1 — w)*My(1 — w)F M, (9)

Desde que My é a matriz geradora do codigo reticulado Z[w]N , podemos concluir que
(1 — w)* My denota a matriz geradora do cédigo reticulado (1 — w)*Z[w]N
O

Um fato bem conhecido é que a partir da sequéncia de ideais S¥Z[(g2s] em Z[Cg.os],
podemos obter uma outra sequéncia de ideais S_kZ[Cg'Qs] inversos de C\lkZI:CQ.ZS} em Z[(g.2s].
Estes ideais sdo definidos por 3% = {z € Q((g.2¢) | 23* C Z[C9.25]} e também satisfazem
a relacdo de que O = IFSF.

logo, obtemos a préxima Proposicao.

Proposition 3.1. Seja o = 1 — (99s. FEntdo para cada reticulado ideal A_j, em CV
associado a um ideal ™% = (a)"FZ[(g.95] € isomorfo a um cédigo reticulado ﬁZ[w]N
para todo inteiro negativo k < 1.

Demonstragdo. A demonstragao é andloga é realizada na Proposigao 3.3. A tnica diferenca
é de que neste caso ao desenvolver a matriz Gramm do reticulado A_j, obtemos

N-1
G= (Ua(<3,23)§v:_()1) (Ua Cg 2s) H oi(a K H oi(a)k
=0
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Utilizando o fato de que Hi]i?)l oi()™F = (vaz_ol oi(@)f)~t = (N@(CQ_QS)/Q(w)(a)k)*l,
obtem-se o desejado.
]

4 Resultados

A partir da cadeis de ideais S* = (o¥)Z[(g.2s] para o = 1 — (g5 e k inteiro, obte-

mos uma cadeia infinita de reticulados complexas ... /A_;... /A_1Ao/A1/ ..., As... que
corresponde a uma cadeia infinita de cédigos reticulados ... /(1 — w) *Z[w]N/... /(1 —
W) ZIWN JZWN /(1 = ) Zw)V /... /(1 = w)*Zw]V /..., onde cada reticulado complexo

Ay, é isomorfo a um cédigo reticulado (1 — w)*Z[w]V.

5 Conclusoes

Propomos uma novo método para aproximar os coeficientes de um canal a partir de
cadeias de particoes infinitas de cédigos reticulados sobre Z[w].
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