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Resumo. Tradicionalmente, codigos-reticulados sao obtidos através do anel de polinémios
F,[z], onde F,, denota um corpo finito. Neste artigo, mostraremos para o caso p = 2, uma
nova construcao de cédigos-reticulados a partir do anel de pseudo-polindémios Fa[z; %ZO].
Para isto primeiro, construiremos cédigos reticulados sobre o corpo o via o anel de inteiros
O, de um corpo de ntimeros L = Q({2:). Como consequéncia, utilizaremos as mesmas
ferramentas algébricas obtidos a partir de Op para construirmos cddigos reticulados via
anéis de polinémios generalizados Fs[z; 1 Z].

Palavras-chave. Anéis de polindmios generalizados, Cddigos Reticulados, Cédigos Lin-
eares, Corpos de Numeros e Codificagdo de Canal

1 Introducao

Cdédigos reticulados [1] sdo construidos por meio da Construgao A, isto é, a técnica que
possibilita a construgao de reticulados através do mergulho de um cédigo linear definido
sobre um corpo finito [F,, em RY ou em CV.

Eres e Zamir [2] mostraram que para esquemas de codificacdo baseados em c6digos
reticulados desde que combinados com a decodificacdo de reticulados apresentam desem-
penhos préximos aos limitantes tedricos demonstrados por Shannon em codificacao de
canal envolvendo problemas seja eles de quantizacao de canal quanto de codificacao em
redes. O que tem dispertando um grande interesse da comunidade de teoria de cédigos
nesta tematica.

Uma importante classe de cédigos reticulados podem serem obtidos a partir de Z[i]".
Para isto basta que consideremos o cédigo C como sendo o conjunto de todos as N-uplas
de Z[i]¥ como sendo congruente modulo ¢ = 1 +i. Neste caso, temos C ~ Z[i]¥ /¢Z][i]V.
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Note que a partir do reticulado complexo Z[i]" podemos uma cadeia de particio infinita
de subreticulados na forma Z[i|N /¢Z[i|N | $*Z[i)V ] - - -

Forney [3] mostrou que podemos expressar ¢*Z[i]V por meio de uma férmula cédigo
complexa

QLN = L[N + ¢F 2 Cho1 + -+ Co, (1)

e que estes reticulados complexos ¢FZ[i]N sao identificados por cédigos lineares sobre o
corpo finito F e que podem serem vistos como um ideal primo no anel fatorial Fo[z]/ (2™ —
1) ~FY

Por outro lado, Shah et al. [7] proporam uma nova maneira de construir cédigos lineares
sobre anéis de polinomios generalizados.

O objetivo deste artigo é de mostrar que reticulados complexos ¢*Z[i]V também sio
identificados por cédigos lineares sobre o anel de polindmios generalizados B e que podem

serem vistos como um ideal primo no anel fatorial B/(z"¥ — 1).

2 Cébdigos lineares provenientes de anéis comutativos

Um cédigo linear C de comprimento n sobre um anel comutativo B com identidade é
um submdédulo B no espaco de todas as n-uplas de B™, e c6digo linear C sobre B é um
cédigo ciclico, se v = (vg, vy, - ,vp—1) € C, para todo shift v?) = (Up_1,01, -+ ,Un_2) €C,
onde v; € Bpara 0<i<n-—1.

Blz,3Zo]
Ul
((z2)%n-1)
finito. Um cédigo linear C de comprimento 2n sobre B é um submddulo no espaco de
todas as 2n-uplas de B?" e C é um cédigo ciclico, se v = (vg,v1,v1,- - ,v2n-1) € C, para

2 2

shift ciclico v = (vz2n-1,v0,V1,+ ,Up—1) € C, onde v; € B for i =0,1,--- ,2’3;1.
2 2
B[I’%ZO}

(x2)2n-1)

Por [4] temos para um anel comutativo B com identidade, R = ¢ um anel

O préoximo teorema descreve quando um subconjunto i = é um codigo

ciclico.

1
Theorem 2.1. [7] Um subconjunto C de R = M ¢ um cédigo ciclico se e somente

_ (z2)2n-1)
se C € um ideal de R.

3 Formulacao e Solucao Matematica do Problema

A formulacéo e resolucdo do problema em questao serd baseado na teoria algébrica dos
ndmeros.

Neste sentido, consideremos uma cadeias de corpos ciclotomicos dados por Q C Ly C
... C Lg, satisfazendo a condigao de que Lo = Q((y2) = Q(¢) e para todo s > 3 temos
Ls = Q((as), onde (a5 denota 2°-ésima da unidade.

A cadeia acima também pode ser denotada por Ls/Ls—1/---/L2/Q. Cada corpo Lg
pode ser visto como um espago vetorial sobre Q ou sobre corpo ciclotomico Lg_1.
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Diremos que Ls/Ls_1 é uma extensao finita de corpos se L, visto como espago vetorial
sobre Ly tem dimensao finita. Associado a cada extensao finita de corpos Lg/Ls_1, temos
como consequéncia do fato de que (% = (ys-1 € Ly = Ls_1((2s) as sequintes relagoes:

1. {1,{2s} é uma base de Ls sobre Ls_; tendo (2s como raiz do polinémio minimal
ps(x) = (x — Cas)(x 4 (2¢) e com o grupo de Galois associado a extensdao dado por
Gal(Ls/Ls—1) = {id,os} onde o5 denota as permutacoes das raizes do polindémio
minimal pj.

2. {l,Cgs,...,Cé\sLl} ¢ uma base de L, sobre K tendo (9s como raiz do polindémio
minimal fi¢,, (x) = ff;ol (z — ¢}.). As raizes de pg,.(z) e com o grupo de Galois
associado a extensao de corpos L/K dado por Gal(L/F) = {o; : 0;(C2s) = Cgs,Vj =
0,1,...,N—1},onde N=21se K=Qe N =22 se K = Q(i).

3. O conjunto dos elementos de L obtido como um mdédulo sobre Z gerado pela base
integral {1, CQS,CQQS, S 22:_1} é chamado de anel de inteiros de L denotado por Oy,
ou Z[(2s] e B é chamada de base integral. Convém, desde que O, também pode ser
visto como um médulo sobre Z[i] gerado pela base integral {1, (s, (%, - , 22:_2}.

A partir de uma extensao finita de corpos L/K de grau t, podemos definir o trago e
a norma relativa de um elemento o € Or, como sendo os inteiros algébricos Ty /x (o) =
Zz;(l) oi(a) and N g (o) = Hﬁ;é oi(a), respectivamente. Observe que T'rp, /i (o) e Np /()
pertence a O. Caso L/K/Q seja uma cadeia de extensoes finitas de corpos, entao para
cada elemento a € L vale Ny g(a) = Ng/o(Np k().

Se a, 8 € L, entao Ny g(aB) = Npo(a)Ngo(B)-

Exemplo 3.1. 1. Seja a = 1 —i € Q(i) entdo Ng()/o(l — i) = id(1 —i)o(l — i) =
1—i? =2, onde 0? =id e 0 € Gal(Q(i)/Q) = {id,c}.

2. Seja o = 1 — (as € Z[Cas], entdo, temos que Ngc, 5o)/0(9.25-1)(1 — Cas) = id(1 —
()0 (1= Cos) = (1= Gos)(1+Cs) =1 = (5 = 1 — (oot

Os trabalhos [5] e [6] mostraram maneiras de se obter reticulados algébricos A isomorfos
a reticulados Z[i] via familias de corpos ciclotomicos Q((as).

A partir de um ideal & C Op, podemos obter um reticulado algébrico complexo A
como consequéncia dos mergulhos complexos de L em CV definido da seguinte maneira

o:L=CV, with o(z) = (00(z), - ,on_1(z)), (2)

onde o; € Gal(L/Q(7)),Vi € {0,1,...N — 1}.
Seja {wo,--- ,wy_1} a base integral de Of, sobre Z[i]. No caso particular em que o
ideal & = Op, obtemos o reticulado complexo associado dado por

A= {z = M|\ e Z[iM},

onde M chamada de matriz geradora do reticulado algébrica A e é dada por:
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oo(wo) -+ on—1(wo)
M = : : : (3)
UO(wal) UNfl(wal)

Por outro lado, ha uma outra matriz associado a um reticulado algébrico que chamamos
de matriz Gram e dada por G = M .Mt, onde M’ denota a matriz transposta conjugada
da matriz M.

O proximo Proposigao 3.1 estabelece a conexao entre reticulados algébricos obtidos a
partir de um anel de inteiros Z[(os] e reticulados escalonados da forma Z[i].

Proposicao 3.1. [5] A matriz geradora My = (V%)M do reticulado algébrico associado
a Z[C2s] € unitdria e a matriz Gram G = MMy = Id, onde N = 2572,

3.1 Construcao de cadeia de reticulados aninhados

Dizemos que uma cadeia de reticulados A,_1, -, A1 estd aninhado no reticulado A
se A1 € Ao € --- C Ay C A. Faremos uso da teoria algébrica dos nimeros para
construir explicitamente cadeias de reticulados aninhados.

Caso os reticulados desta cadeia de reticulados sejam cddigos reticulados, temos uma
cadeia de cédigos reticulados aninhados. Uma importante classe de cédigos reticulados
da forma ¢*Z[i]N podem serem obtidos a partir de Z[i]"V, como os descritos na Equacio
1. Do ponto de vista geométrico os codigos reticulados aninhados sao caracterizados da
forma ¢*Z[i]V, também chamados de versdo escalonada do reticulado Z[i]" .

Consideremos uma cadeia de ideais em Z[(os] rotulados por rotulados por I* =
(@)FZ[¢2s], onde a = 1 — Cas.

Desde que {wyp,...,wn—_1} é uma base integral do anel de inteiros Z[(2s] sobre Z[i].
Da teoria de reticulados algébricos, temos que {akwo, e ,akwN_l} é uma base integral
de ideal S*Z[(2s] visto como um médulo sobre Z[i], onde w; = 4 i € {0,1,..., N —1}.

Note que para k = 0, obtemos o reticulado trivial 0 = Z[C2s], onde temos a matriz
geradora My associada ao reticulado algébrico que denotaremos por A. A préoxima Ob-
servacao 3.1 que é baseada nos resultados de [5] e [6] que estabelecem uma importante
conexao entre reticulados algébricos Ay, associados aos ideais I* e a matrizes geradoras de
reticulados obtidos via a forma trago.

Observacao 3.1. A matriz Gram G = MMy concide a matriz TL/Q(W)(awjawj)évzo
para reticulados ideais, isto € reticulados obtidos a através de ideais gerados por a via
forma formula trago a partir de familias de corpos ciclotomicos Q((as).

Assim, matriz Gram do reticulado Ay € escrita na forma G = M.Bkﬂﬁ, onde
BF = diag(ca*,o(a®),...,aV "1 (aF)).

No sentido de caracterizarmos exlpicitamente de forma algébrica os reticulados obtidos
via a cadeia de ideais S* = (a¥)Z[(as] é que consideraremos a Proposicio 3.2.

Proposigao 3.2. A norma relativa Ngc,s) o) aplicada sobre o elemento 1 — (as € dada
por Nocye)/qei) (1 — Cos) =1 —14,Vs > 3.
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Demonstracido. 1. Para s = 3, segue—se que No(e)/aa) (1 —s) = id(1—(s)o3(1 —(s) =
(T—Cos)(I4C)=1—-(5 =1—
2. Por inducéo sobre s — 1, segue-se que N@(<2371)/Q(i)(1 — (gs-1) =1 —14.
Pelo item (2) do Exemplo 3.1, temos que Ny ¢,s)/q2s-1)(1 = Cas) = 1 — (os-1.
Pela propriedade de norma relativa em uma extensao finita de corpos dada pela
Equagdo , temos que No(c,.) () (1 — G2¢) = Na(e,e—1)/0() (Na(es) /es-1) (1 = G22))-

Portanto, concluimos que Ng(¢,s)/q()(1 — C2s) =1 — .
O

Proposicao 3.3. Seja o = 1 — (os. Para cada reticulado ideal Ay, in CV associado a um
ideal S* = ()*Z[Cas] € isomorfo a um cddigo reticulado (1 + i)*Z[i)N para todo inteiro
k>1.

Demonstragdo. Analisaremos primeiro a matriz Gram matrix G = Mkmt associada ao
reticulado ideal Ag. Temos que a matriz M} pode ser escrita na forma
—t —————N-1 . — —
My, = Ja(Cg 26) o diag(a®, ... op(a®)) and My, = o (wj)) =0 diag(ak ;... op(ak))
Usando de forma Convenlente as propriedades da transposta conjugada do produto de
matrizes, podemos expressar a matriz Gram por:

G= (Ua(CQS)jv 01) (UJ Czs )! oi(o | oi(ak).

No entanto, temos que My = (o (CQS) e MY oi(e) = No(eps) /i) (@F).
Pelo Exemplo 3.2, temos Ng¢,s)/q( )( ) =1—1.

Assim, obtemos N@(QS)/Q(i)(a)k = (1—4)F.

O que nos permite reescrever G na forma

G = (1— i) My((1 = i))* MoMy' = MoMy' = (1 — i)* Mo(1 — i)k My (4)

Desde que My é a matriz geradora do cédigo reticulado Z[i]"N e como (1 —i) = i(1+1).
Entdo, podemos concluir que i¥(1 4 4)* My denota a matriz geradora do cédigo reticulado
(1+d)kz[i)N

O

4 C(Cbdigos reticulados provenientes de anéis de pseudo
polinémios

Inicialmente, mostraremos que existe uma relacao entre polinomios de um anel de

polinémios finito (fﬁ,[ﬂ) e polinomios generalizados pertencente a um anel de pseudo

polinémios. Fa[z, %Zo]/((x%)yv -

as raizes 2°-ésimas da unidades.

1). Por fim estabeleceremos esta relacao por meio das
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Proposicao 4.1. As classes de residuos cle1 polinéomios generalizados pertencentes ao anel
de pseudo polindmios finito Falz, $Zo)/((x2)*N — 1) € isomorfo as classes de residuos de
polinémios pertecentes ao anel de polinomios finito Fa[z]/(x™N — 1).

Demonstragdo. Note que cada elemento (da classe de residuos de polinémios generaliza-

dos) de Fq[x, %Zo]/((SU%)QN — 1) podem serem escritas na forma E(a:%) =Gy + @122 +
2
2n—1

a1z + -+ azzm-12" 2 . Defindo a aplicagao ga(a(a:%)) = b(z), onde b(z) = by + bz +

2
7 _ , e A . B 7 .
oo+ byp_122" 1 corresponde a classe de residuos de polindémios em %, com b; = %,

0,1,---,2n — 1. Nao é dificil mostrar que ¢ é um isomorfismo entre
2N — 1) e a2 0

@N-1)"

para todo 17
Falx, 3Z0)/((x

N|=

Denotemos 2N = 25t! e N = 2%, respectivamente. Por conveniéncia, escreveremos ¢ =
1 ~ L. . . .
Cos € (2 = (941, onde (os, (ost1 sdo 2T e 2%-ésimas raizes da unidade, respectivamente.

Observacao 4.1. Se ¢ = (s, entdo ¢ é uma raiz do polinémio mi(x) = 2V — 1 €
Blz]/(zV — 1). Podemos fatorar mi(z) em my(z) = m2($%)m3(x%), onde mg(:c%) =
(x%)Nfl e mg(x%) = (x%)Nqu. Também, mg(x%) e mg(x%) sao polinomios generalizados
no anel finito Bz, %Zo]/((m%)QN —1). Temos, também que C% é uma raiz do polinémio

2N_1)

generalizado mg(ac%) que pertence Bz, %ZO]/((m%) e ao mesmo tempo € raiz do

polinémio p(z) = x> —1 que pertence Blz]/(z*N — 1).

5 Resultados

Uma consequéncia direta da Proposi¢ao 4.1 e da Observacao 4.1 estabelecemos uma
correspondéncia entre a sequéncia de ideals Z[(ys+1] dadas pela Equacao (5)

N ANl LN GRPRIS S el S e/ [Oe] (5)
e a sequéncia de subreticulados complexos A ~ Z[i]QN dados pela Equacgao (6)

"'CAkCAk_lC'~‘A2CA1CAZZM2N (6)

e a sequéncia de ideais dados pelos polindomios generalizados de Fa[x; %Zo] dados por
1
(142 (142 1+ 22?2 € (14 2?) € Fyla; 520.] (7)

6 Conclusoes

A grande contribuicdo deste trabalho é de mostrar que cédigos reticulados também
podem serem obtidos via anéis de pseudo polinémios finitos. Desta forma extendendo a
técnica da Construcdo A para outras estruras algébricas.
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