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Resumo. Neste trabalho nós introduzimos uma classe de problemas de controle ótimo
de sistemas governados por equações integrais de Volterra. Usando uma propriedade de
convergência de soluções para equações integrais de Volterra, nós obtemos a existência de
soluções para a classe de problemas de controle ótimo estudada.
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1 Introdução

Problemas de controle ótimo de sistemas governados por equações integrais de Volterra
foram considerados, por exemplo, em [1], [2], [3] e [4].

Aqui nós estabelecemos a existência de soluções para uma uma classe de problemas de
controle ótimo de sistemas governados por equações integrais de Volterra. Para a obtenção
da existência de controles ótimos, nós usamos uma propriedade de convergência de soluções
similar a [[7], Theorem 3.3].

2 Preliminares

Nessa seção consideramos conceitos e resultados utilizados no desenvolvimento do pre-
sente trabalho.

2.1 Equicontinuidade

Definição 2.1. Seja E uma coleção de funções f : [a, b] → Rn. Diz-se que E é equi-
cont́ınuo se para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

‖f(t)− f(s)‖ < ε

para toda f ∈ E e para cada t, s ∈ [a, b] satisfazendo |t− s| < δ.

Abaixo nós enunciamos o Teorema de Arzela-Ascoli.
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Teorema 2.1 ([6]). Considere uma coleção E de funções f : [a, b] → Rn. Suponha que
E seja equicont́ınuo e limitado na norma do supremo. Então toda sequência de E possui
subsequência que converge uniformemente em [a, b].

A seguir enunciamos a propriedade de continuidade de medida.

Teorema 2.2 ([6]). Seja f : [a, b] → [0,∞) uma função em L1([a, b]). Dado ε > 0 existe
δ > 0 tal que, se A é Lebesgue mensurável e µ(A) < δ então∫

A
f(s)ds < ε.

Observação 2.1. Seja E uma coleção de funções f : [a, b]→ R. Suponha que exista uma
função ϕ : [a, b]→ [0,∞) em L1([a, b]) tal que

|f(t)− f(s)| ≤
∫ s

t
ϕ(τ)dτ

para quaisquer t e s satisfazendo t ≤ s. Do Teorema 2.2 o conjunto E é equicont́ınuo.

2.2 Equações integrais de Volterra

Definição 2.2. Sejam as funções reais N(t, s) e f : [a, b] → R, tal que N está definida
no plano ts para t ∈ [a, b] e s ∈ [a, t]. Para λ ∈ R, a equação

x(t)− λ
∫ t

a
N(t, s)x(s)ds = f(t) (1)

é chamada de equação integral de Volterra de segunda espécie. Dizemos que N é o núcleo
desta equação integral.

Teorema 2.3 ([8]). A equação integral de Volterra de segunda espécie

x(t)− λ
∫ t

a
N(t, s)x(s)ds = f(t)

tal que o núcleo N e a função f são funções cont́ınuas, tem uma única solução cont́ınua.
Esta solução é dada pela fórmula

x(t) = f(t)− λ
∫ t

a
H(t, s;λ)f(s)ds

sendo o núcleo resolvente H(t, s;λ) dado pela série de núcleos iterados

−H(t, s;λ) =
∞∑
n=0

λnNn+1(t, s)

tal que

Nn+1(t, s) =

∫ t

s
N(t, z)Nn(z, s)ds n = 1, 2, ...

e N1(t, s) ≡ N(t, s).
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A seguir nós enunciamos e provamos a propriedade de convergência de soluções para
equações integrais de Volterra.

Teorema 2.4. Seja {fk} uma sequência equicont́ınua e uniformemente limitada de funções
fk : [a, b] → R. Suponha que ‖fk − f‖∞ → 0. Considere a função cont́ınua N :
[a, b]× [a, b]→ R. Para cada k, seja xk(t) a solução cont́ınua da equação integral

xk(t) = fk(t) + λ

∫ t

a
N(t, s)xk(s)ds.

Então existe uma subsequência {xkj} ⊂ {xk} e uma função x : [a, b] → R tal que ‖xkj −
x‖∞ → 0, e x satisfaz

x(t) = f(t) + λ

∫ t

a
N(t, s)x(s)ds.

Demonstração. Sejam J > 0 e L > 0 tais que |fk(t)| ≤ J e |N(t, s)| ≤ L. Temos que

|xk(t)| = |fk(t) + λ

∫ t

a
N(t, s)xk(s)ds| ≤ |fk(t)|+ |λ|

∫ t

a
|N(t, s)xk(s)|∆s

≤ J + L|λ|
∫ t

a
|xk(s)|∆s

e da desigualdade de Gronwall ([5]) segue que

|xk(t)| ≤ JeL|λ|(t−a)

e então

|xk(t)| ≤ JeL|λ|(b−a) := Q

para todo t ∈ [a, b].

Da continuidade uniforme de N(t, s), para cada ε > 0, existe δ > 0 tal que, se | t−t1 |<
δ, então

|N(t, s)−N(t1, s)| < ε.

Considere t e t1 tais que | t− t1 |< δ e t1 < t. Temos

|xk(t)− xk(t1)|

≤ |fk(t)− fk(t1)|+ |λ||
∫ t1

a

(
N(t, s)−N(t1, s)

)
xk(s)ds|

+ |λ||
∫ t

t1

N(t, s)xk(s)ds|

≤ |fk(t)− fk(t1)|+ |λ|εQ(b− a) + |λ|LQ | t− t1 | .

Esta desigualdade também pode ser verificada para t < t1. Como {fk} é uma sequência
equicont́ınua, então {xk} também é uma sequência equicont́ınua. Do Teorema de Arzela-
Ascoli existe uma subsequencia de {xk}, não reindexamos, tal que ‖xk − x‖∞ → 0.
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Sendo

xk(t) = fk(t) + λ

∫ t

a
N(t, s)xk(s)ds

do teorema da convergência dominada ([6]) conclúımos que

x(t) = f(t) + λ

∫ t

a
N(t, s)x(s)ds.

3 Problemas de controle ótimo de sistemas governados por
equações integrais

Denotamos o conjunto de todas as funções cont́ınuas com domı́nio [a, b] e contradomı́nio
R por C([a, b],R). Seja ϕ : [a, b]→ [0,∞) uma função em L1([a, b]) e seja U ⊂ K, onde K
é o conjunto de todas as funções f : [a, b]→ R satisfazendo

|f(t)− f(s)| ≤
∫ s

t
ϕ(τ)dτ

para cada t e s tal que t ≤ s.
Considere o seguinte problema de controle ótimo (P ):

minh(x(a), x(b))

sobre todos os pares (x, u) ∈ C([a, b],R)× U , tal que{
x(t) = u(t) + λ

∫ t
a N(t, s)x(s)ds, t ∈ [a, b]

(x(a), x(b)) ∈ A

onde A ⊂ R2 é um conjunto fechado e h : R×R→ R é uma função semicont́ınua inferior.

Dizemos que (x, u) ∈ C([a, b],R) × U é um processo admisśıvel para (P ), se o par
(x, u) satisfaz a equação (1) e x obedece a condição (x(a), x(b)) ∈ A. Um processo (x̄, ū)
é chamado de um processo ótimo para (P ), se ele é um processo admisśıvel para (P ) que
satisfaz

h(x̄(a), x̄(b)) ≤ h(x(a), x(b))

para todo processo admisśıvel (x, u) de (P ).

Teorema 3.1. Suponha que a função N : [a, b]× [a, b]→ R seja cont́ınua e que o conjunto
U seja limitado na norma do supremo. Então (P ) tem um processo ótimo.
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Demonstração. Denote por inf{P} o maior limitante inferior de h(x(a), x(b)) sobre todos
os processos admisśıveis (x, u) de (P ). Logo existe uma sequência de processos admisśıveis
(xi, ui) de (P ) satisfazendo

inf{P} = limh(xi(a), xi(b)).

Como {ui} é uma sequência equicont́ınua, do Teorema de Arzela-Ascoli existe uma sub-
sequência de {ui}, não reindexamos, tal que ‖ui − ū‖∞ → 0. Do Teorema 2.4 existe uma
subsequência de {xi}, não reindexamos, tal que ‖xi − x̄‖∞ → 0. Além disso, a função
x̄ : [a, b]→ R satisfaz

x̄(t) = ū(t) + λ

∫ t

a
N(t, s)x̄(s)ds

em [a, b].

Como (xi(a), xi(b)) ∈ A e A é um conjunto fechado, temos que (x̄(a), x̄(b)) ∈ A e então
(x̄, ū) é um processo admisśıvel para (P ). Temos também que

inf{P} = limh(xi(a), xi(b))

= lim inf h(xi(a), xi(b))

≥ h(x̄(a), x̄(b)) ≥ inf{P}

e portanto (x̄, ū) é um processo ótimo para (P ).

4 Conclusão

Este trabalho estabeleceu condições suficientes para a existência de controles ótimos
para o problema de controle ótimo (P ). A existência de soluções para o problema (P ) foi
obtida no Teorema 3.1.
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