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Resumo. Neste trabalho nds introduzimos uma classe de problemas de controle 6timo
de sistemas governados por equacoes integrais de Volterra. Usando uma propriedade de
convergéncia de solugoes para equagoes integrais de Volterra, nés obtemos a existéncia de
solugoes para a classe de problemas de controle 6timo estudada.
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1 Introducao

Problemas de controle 6timo de sistemas governados por equagoes integrais de Volterra
foram considerados, por exemplo, em [1], [2], [3] e [4].

Aqui nés estabelecemos a existéncia de solugoes para uma uma classe de problemas de
controle 6timo de sistemas governados por equacoes integrais de Volterra. Para a obtencao
da existéncia de controles 6timos, nés usamos uma propriedade de convergéncia de solugoes
similar a [[7], Theorem 3.3].

2 Preliminares

Nessa secao consideramos conceitos e resultados utilizados no desenvolvimento do pre-
sente trabalho.

2.1 Equicontinuidade

Definicao 2.1. Seja E uma cole¢ao de fungoes f : [a,b] — R™. Diz-se que E € equi-
continuo se para todo € > 0 existe § > 0 tal que

[f(t) = f(s)ll <e
para toda f € E e para cada t,s € [a,b] satisfazendo |t — s| < 0.

Abaixo nds enunciamos o Teorema de Arzela-Ascoli.

Yiguerluis@mat.feis.unesp.br

DOI: 10.5540/03.2016.004.01.0113 0101131 © 2016 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2016.004.01.0113

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 4, N. 1, 2016.

Teorema 2.1 ([6]). Considere uma cole¢ao E de fungoes f : [a,b] — R™. Suponha que
E seja equicontinuo e limitado na norma do supremo. Entdo toda sequéncia de E possui
subsequéncia que converge uniformemente em [a,b].

A seguir enunciamos a propriedade de continuidade de medida.

Teorema 2.2 ([6]). Seja f : [a,b] — [0,00) uma fung¢ao em Li([a,b]). Dado € > 0 eziste
d > 0 tal que, se A é Lebesqgue mensurdvel e p(A) < § entao

/Af(s)ds < e.

Observacgao 2.1. Seja E uma colegao de fungoes f : [a,b] — R. Suponha que exista uma
fungdo ¢ : [a,b] — [0,00) em Li([a,b]) tal que

() — £(s)] < / " p(r)dr

para quaisquer t e s satisfazendo t < s. Do Teorema 2.2 o conjunto E é equicontinuo.

2.2 Equagoes integrais de Volterra

Defini¢ao 2.2. Sejam as fungées reais N(t,s) e f : [a,b] — R, tal que N estd definida
no plano ts para t € [a,b] e s € [a,t]. Para X\ € R, a equagao

2(t) - )\/ N(t, 8)z(s)ds = f(1) (1)

€ chamada de equacao integral de Volterra de sequnda espécie. Dizemos que N € o nicleo
desta equacao integral.

Teorema 2.3 ([8]). A equagdo integral de Volterra de sequnda espécie

x(t) — )\/ N(t,s)z(s)ds = f(t)

tal que o niucleo N e a fungdo f sao funcdes continuas, tem uma unica solugdo continua.
Esta solugao € dada pela formula

t
o(t) = 1) =X [ Ht 52 f()ds
sendo o nicleo resolvente H(t,s; \) dado pela série de nicleos iterados
—H(t,50) = > N'Nyja(t, s)
n=0

tal que
t
Nn+1(t,s):/ Nt 2)Ny (2, 8)ds n=1,2, ..
S

e Ni(t,s) = N(t,s).
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A seguir nds enunciamos e provamos a propriedade de convergéncia de solucbes para
equacoes integrais de Volterra.

Teorema 2.4. Seja { fi.} uma sequéncia equicontinua e uniformemente limitada de fungdes
fr ¢ la,b] — R. Suponha que ||fx — flloo — 0. Considere a fung¢ao continua N :
[a,b] X [a,b] — R. Para cada k, seja x(t) a solugdo continua da equagdo integral

2(t) = fult) + A / "Nt 8)i(s)ds.

Entdo existe uma subsequéncia {wg;} C {zr} e uma fungdo  : [a,b] — R tal que [|xy; —
z|loo = 0, e x satisfaz

x(t) = f(t) + )\/ N(t,s)x(s)ds.

Demonstragao. Sejam J >0 e L > 0 tais que |fx(t)] < J e [N(t,s)| < L. Temos que

\muﬂ:uuw+x/zwu@u@masuawwwM/WNawname
< T LN [ fon()]As

e da desigualdade de Gronwall ([5]) segue que
|2 (t)| < JeEPE=a)

e entao
|z (8)| < JeFNO=a) .—

para todo t € [a, b].
Da continuidade uniforme de N(t, s), para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que, se | t—t; |<
4, entdo
IN(t,s) — N(t1,s)] <e.

Considere t e t; tais que | t — 1 |< § e t; < t. Temos
|2k (t) — 2 (t1)]

gn@—ﬁﬁm+uw/%Nm@—Nm@»m@w|

t
+ A N(E, s)zi(s)ds|

t1

< [fe(t) = fe(t)] + [MeQ(b —a) + [ALQ [t — 1 | .

Esta desigualdade também pode ser verificada para ¢t < t;. Como {fx} é uma sequéncia
equicontinua, entao {zx} também é uma sequéncia equicontinua. Do Teorema de Arzela-
Ascoli existe uma subsequencia de {xj}, ndo reindexamos, tal que ||z — z|/s — 0.
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Sendo
xdﬁ—h®+A/ZWuﬂm@%

do teorema da convergéncia dominada ([6]) concluimos que

x(t) = f(t) + )\/ N(t,s)x(s)ds.

O]

3 Problemas de controle 6timo de sistemas governados por
equacoes integrais
Denotamos o conjunto de todas as fungoes continuas com dominio [a, b] e contradominio

R por C([a,b],R). Seja ¢ : [a,b] — [0,00) uma fungdo em L;([a,b]) e seja U C K, onde K
é o conjunto de todas as fungoes f : [a,b] — R satisfazendo

()~ ()] < / ()

para cada t e s tal que t < s.
Considere o seguinte problema de controle 6timo (P):

min h(z(a), z(b))
sobre todos os pares (z,u) € C([a,b],R) x U, tal que

{MQ:MQ+A£N@@M$®,tGMM
(z(a),z(b)) € A

onde A C R? é um conjunto fechado e h: R x R — R é uma funcdo semicontinua inferior.

Dizemos que (x,u) € C([a,b],R) x U é um processo admissivel para (P), se o par
(z,u) satisfaz a equacdo (1) e = obedece a condicao (z(a),z(b)) € A. Um processo (Z,u)
é chamado de um processo 6timo para (P), se ele é um processo admissivel para (P) que
satisfaz

h(z(a), 2(b)) < h(z(a),z(b))
para todo processo admissivel (z,u) de (P).

Teorema 3.1. Suponha que a fungdo N : [a,b] X [a,b] — R seja continua e que o conjunto
U seja limitado na norma do supremo. Entdo (P) tem um processo otimo.
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Demonstragao. Denote por inf{P} o maior limitante inferior de h(z(a), z(b)) sobre todos
os processos admissiveis (z,u) de (P). Logo existe uma sequéncia de processos admissiveis
(z4,u;) de (P) satisfazendo

inf{P} = lim h(z;(a), z;(b)).

Como {u;} é uma sequéncia equicontinua, do Teorema de Arzela-Ascoli existe uma sub-
sequéncia de {u;}, ndo reindexamos, tal que ||u; — 4|/ — 0. Do Teorema 2.4 existe uma
subsequéncia de {z;}, nao reindexamos, tal que ||z; — Z||«c — 0. Além disso, a fungao
Z : a,b] — R satisfaz

t
z(t) = a(t) + )\/ N(t,s)z(s)ds

em |a,b].
Como (z;(a),z;(b)) € A e A éum conjunto fechado, temos que (Z(a),z(b)) € A e entdo
(Z,u) é um processo admissivel para (P). Temos também que

inf{P} = limh(x;(a), z;(b))
= liminf h(z;(a), z;(b))
> h(z(a),z(b)) > inf{P}

e portanto (Z,u) é um processo étimo para (P). O

4 Conclusao

Este trabalho estabeleceu condigoes suficientes para a existéncia de controles 6timos
para o problema de controle étimo (P). A existéncia de solugoes para o problema (P) foi
obtida no Teorema 3.1.
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