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1 Introducao

Desde o surgimento da Topologia, ficou claro que o intervalo fechado [a,b], da reta
real, tinha uma certa propriedade que era crucial para demonstrar teoremas importantes
tais como o Teorema de Valor Maximo e o Teorema da Continuidade Uniforme. Mas por
um longo periodo, nao estava claro como esta propriedade deveria ser formulada para um
espaco topoldgico arbitrario. Pensava-se que a propriedade crucial era a de que todo sub-
conjunto infinito de [a,b] tem um ponto de acumulagao, e essa propriedade recebia o nome
de compacidade. Mais tarde, os matematicos perceberam que esta formulaciao nao estava
no cerne da questao e que uma formulagao mais forte, em termos de coberturas abertas
do espago, ¢ mais central. A ultima formulacao é a que hoje chamamos de compacidade.
Neste trabalho, iremos apresentar uma caracterizacao dos espacos métricos compactos,
que foi uma parte das nossas atividades de iniciacao cientifica.

2 Espacos Métricos Compactos

Definicao 2.1: Seja um conjunto K C M. Uma cobertura aberta de K é uma familia
(Ax)rea de conjuntos abertos em M, tal que K C Uyep(Ay).

Definigao 2.2: Seja (A))rea uma cobertura aberta de K C M. Dizemos que
Axyy.ooy Ay, € (Ar)rea formam uma subcobertura finita de K € M, se K C Ay, U...UA) .

Defini¢ao 2.3: Um conjunto K C M é compacto se toda cobertura (Ay)xep de K
por abertos, admite uma subcobertura finita Ay, Ay,,..., Az,
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Proposigao 2.1: Todo conjunto fechado contido em um conjunto compacto é também
compacto. Ou seja, sendo F' um conjunto fechado e K um conjunto compacto, tal que
F C K, entao F' é compacto.

Na proposicao abaixo, R™ é tomado como uma de suas métricas usuais.
Proposicao 2.2: Um subconjunto K C R™ é compacto se, e somente se, K é fechado
e limitado.

Definigao 2.4: Seja M um espacgo métrico. Dizemos que p € M é um ponto de
acumulacao de um conjunto A C M se toda bola com centro em p intercepta o conjunto
A em um ponto diferente do préprio p.

Definigcao 2.5: Dizemos que um espago métrico M tem a propriedade Bolzano-
Weierstrass, se todo subconjunto infinito de M possui ponto de acumulagao.

Definicao 2.6: Um espago métrico M é sequencialmente compacto, se toda sequéncia
(zn,) de pontos de M admite uma subsequéncia convergente.

Teorema 2.1: Se M é um espago métrico, entao as seguintes afirmagoes sao equiva-
lentes:
1. M é compacto;

2. M é Bolzano-Weierstrass;

3. M é sequencialmente compacto.

o0
Exemplo 2.1: No espaco de Hilbert H = {(x,);z, € Re Y. (z;)? < oo}, considere o
i=1
conjunto F' = {ey,eq,...,e,, ...}, onde para cada n € N, apenas a n-ésima coordenada de
en é 1 e as demais sdo nulas. Dados n # m quaisquer, temos que |le, — e.,|| = v/2. Logo,
nenhuma sequéncia de elementos distintos de F' admite subsequéncia convergente. Assim,
F nao possui ponto de acumulagao, de modo que F' é fechado, limitado e nao é compacto
em H.

As aplicagbes dos espacos métricos compactos estao previstas na préxima etapa das
atividades de iniciacao cientifica, na qual toda teoria sera aplicada em fractais geométricos.
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