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1 Introducao

Devido ao avango do uso da internet, surgiu a necessidade do desenvolvimento de
métodos eficientes de compressao de imagens, uma vez que estas podem tornar a navegagao
muito lenta. Assim, o desafio é codificar menos informagao do que ha na imagem original,
de tal modo que a olho nu nao se perceba que a imagem foi deteriorada.

H& varios métodos de compressao de imagem. Um dos mais usados ¢ um algoritmo
matematico conhecido como JPEG, que se tornou padrao para fotos digitais. Neste tra-
balho, iremos nos concentrar em um método que se manteve mais experimental, chamado
sistemas de fungoes iteradas. A ideia é aproximar uma imagem fazendo o uso de figuras
geométricas iguais, tendo como base o teorema do ponto fixo de Banach, o qual enunciamos
a seguir:

Teorema 1.1 (Ponto fixo de Banach) Seja M um espago métrico completo e seja
f: M — N uma contracdo. Entao, f admite ponto fixo, o qual € o ponto de convergéncia
da sequéncia (xo, f(xo), f(f(x0)), ...), para todo zo € M.

2 Metodologia

O procedimento que iremos descrever pode ser usado para armazenar imagens na
memoéria de um computador de um modo mais econémico, guardando um algoritmo que as
construam sempre que necessario. Vamos explicar a ideia do sistema de fungoes iteradas
tomando como exemplo o tridngulo de Sierpinski, o qual serd o ponto fixo de nossas
iteragoes. Para tanto, é preciso entender as caracteristicas do Triangulo de Sierpinski, o
qual é a uniao de trés cépias de si mesmo, com metade do seu tamanho. Assim, partindo de
um Tiangulo de Sierpinski, podemos construir outro com os seguintes passos: (1) Encolha
o Tridgulo de Sierpinski para metade do seu tamanho, a partir do seu vértice inferior
esquerdo. (2) Construa uma segunda cépia deste meio Tridgulo de Sierpinski e coloque-o
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a direita. (3) Construa uma terceira cépia do meio Tridgulo de Sierpinski e o coloque
no topo, conforme mostra a Figura 1. Dessa forma, o resultado final do processo é igual
ao Tridgulo de Sierpinski original, ou seja, o Triangulo de Sierpinski é o ponto fixo do
processo.
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Figura 1: Passos para construcao de um triangulo de Sierpinski. Figura 2: Pentdgono By e suas cinco preimeiras iteracoes.

Matematicamente, os passos acima sao descritos pelas seguintes transformacgoes de—
finidas sobre R? : T1(z,y) = (£,%), To(z,y) = (£ +3,4) e T3(z,y) = (£ + 1.4+ 3).
Sendo S o triangulo de Slerplnsk temos que S = Tl(S) U T(S) UTs(S). Cons1derand0
W : R? — R2?, dada por W(B) = T1(B) U T5(B) U T3(B), para todo B C R?, pode-se
mostrar que W é uma contragdo e que seu ponto fixo é S. Assim,qualquer conjunto inicial
converge para o tridngulo de Sierpinski.

Por exemplo, na Figura 2, a figura utilizada é um pentagono, o qual foi iterado apenas
5 vezes (B; — Bs). Todavia, se quisermos um Triangulo de Sierpinski com mais precisao,
basta realizar um nimero maior de iteracdes, como 10 ou 20, por exemplo.

Este método produz imagens de alta qualidade, quando estas possuem carater fractal.
Este processo foi adaptado para compressao de imagens reais, como mostra [2]. Contudo,
o coeficiente de compressao nao é tao bom nem tao flexivel como o formato JPEG, mas
a simplicidade da ideia fornece um aplicacao interessante do teorema do ponto fixo de
Banach.
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