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1 Introdução

O objetivo deste trabalho é apresentar algumas propriedades dos polinômios para-
ortogonais, que podem ser utilizados em várias aplicações, como por exemplo, na cons-
trução de fórmulas de quadratura no ćırculo unitário. Na seção seguinte serão apresentadas
tais propriedades.

2 Resultados importantes

Seja ψ uma medida positiva no ćırculo unitário C = {z ∈ C : |z| = 1}. Uma sequência
{Xn}∞n=0 é uma sequência de polinômios para-ortogonais com respeito a uma medida ψ
se, para n ≥ 0, Xn é um polinômio de grau n ≥ 0 que satisfaz

< Xn, 1 > =

∫
C
Xn.1dψ(z) 6= 0

< Xn, z
m > =

∫
C
Xn.zmdψ(z) = 0, m = 1, 2, ..., n− 1

< Xn, z
n > =

∫
C
Xn.zndψ(z) 6= 0.

(1)

Para κ ∈ C, κ 6= 0, um polinômio X é κ-invariante se X∗(z) = κ.X(z), ∀z ∈ C.

A sequência {Xn}∞n=0 é {κn}∞n=0-invariante se, para cada n, Xn é κn-invariante.

O resultado a seguir mostra o comportamento dos zeros dos polinômios para-ortogonais.
Maiores detalhes em [1] e [2].

Teorema 1: Seja {Xn}∞n=0 uma sequência {κn}∞n=0-invariante de polinômios para-
ortogonais com respeito a uma medida positiva ψ. Então, para cada n ≥ 1, os n zeros de
Xn são simples e estão no ćırculo unitário.
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Considere agora uma sequência de polinômios ortogonais no ćırculo unitário, {Sn}∞n=0,
com relação à medida ψ, também chamados polinômios de Szegö. Podemos obter sequências
{κn}∞n=0-invariantes de polinômios para-ortogonais tomando funções da forma

Sn(wn, z) = Sn(z) + wn.S
∗
n(z), (2)

para z, wn ∈ C, com |wn| = 1, n = 0, 1, 2, ... .
Escolhendo wn = 1 e wn = −1, temos as sequências {Sn(1, z)}∞n=0 e {Sn(−1, z)}∞n=0

e a partir delas podemos construir duas sequências de polinômios mônicos
{
R

(1)
n

}∞
n=0

e{
R

(2)
n

}∞
n=0

, definidos da seguinte forma:

R(1)
n (z) =

Sn(1, z)

1 + Sn(0)
=
Sn(z) + S∗n(z)

1 + Sn(0)

e

R(2)
n (z) =

Sn+1(−1, z)

(z − 1)(1− Sn+1(0))
=

Sn+1(z)− S∗n+1(z)

(z − 1)(1− Sn+1(0))
.

(3)

Teorema 2: Os polinômios mônicos para-ortogonais R
(i)
n , i = 1, 2, satisfazem as

relações de recorrência de três termos

R
(i)
n+1(z) = (z + 1)R(i)

n (z)− 4d
(i)
n+1zR

(i)
n−1(z), n ≥ 1, (4)

com condições iniciais R
(i)
0 (z) = 1 e R

(i)
1 (z) = z + 1. Além disso,

d
(1)
n+1 =

1

4
(1− αn−2)(1 + αn−1) e d

(2)
n+1 =

1

4
(1 + αn−1)(1− αn),

onde αn ∈ R são os coeficientes de reflexão dados por αn = −Sn+1(0), n = 0, 1, 2, ....
A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [2].
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