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1 Introducao

Neste trabalho usaremos a integral de Riemann-Stieltjes para obter uma representagao
para os funcionais lineares definidos no espaco das funcoes continuas.

2 Teoremas e definicoes!!

Definicao 2.1. Dada x : [a,b] — R, para cada particio P = {tg,---, tn} de [a,b], seja
V(w; P) = 2": lz(t) — =(t;1)I. Quando o conjunto {V (f; P); P =particao de |a,b]} for limitado,
diz-se que f € uma funcdo de variacio limitada e escreve-se V2(f) = supV (f, P).

Defini¢ao 2.2. Seja BV[a,b] o espag¢o de Banach de fungoes de variag¢do limitada em
[a,b], com norma tomada por ||z|| = V(x) + |z(a)|, onde z(t) € BV]a,b].

Definicao 2.3. A funcao g(t) € BV]a,b] € dita normalizada se g(a) =0 e se g é continua
pela direita, isto é, ¥V t € [a,b], lim+ g(t+ k) = g(t). A colecio de fungoes normalizadas
k—0

de variagao limitada serd denotada por NBV[a,b).
Antes de enunciarmos o Lema abaixo, vale ressaltar que ~ é dada por
21~ w2y & [Py(t)da (t) = [Py(t)des(t), V y € Cla, b,
e T é o 1unico representante para cada classe de equivaléncia de BV [a, b].

Lema 2.1. Seja x1, xo € BV]a,b] onde ©1 ~ x9 e x1 e xo sdo normalizadas T €
NBV]a,b|, tal que (x — &) ~ 0.

Cla,b] é o espago de fungdes continuas em [a,b] tomado valores complexos e Cla,b]
é o espago conjugado de C|a,b], isto é, Cla,b] é o espaco vetorial de todos os funcionais
lineares limitados e continuos, f: C([a,b],R) — R.
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Teorema 2.1. O espaco C’[a, b] e NBV{a,b] sido congruentes. Em particular, a con-
gruéncia € dada pela transformagao linear T : NBV [a,b] — Cla, b], definida como T(g(t)) =
f(z), onde, para x € Cla,b]

b
f(x) = / £(t)dg(t) 1)

Teorema 2.2. Seja f € é[a, b|. Existe uma fungao g(t) € BV]a,b] tal que V = € Cla,b],
fla) = [, 2(t)dg(t) e tal que | fI| = V(g)-

3 Construcao de NBV|a,b|

O Teorema 2.1 é um teorema de representagao para os funcionais lineares limitados
em C|a,b]. Pode-se observar que assim como ¢(t) satisfaz (1), g(t) + k também o satisfaz.
Por conta disso, utilizamos a relagao de equivaléncia ~ em BV[a,b] e x ~ 0 se para algum
ctal que a < c < b,

z(a) =z(b) = lim z(c+1t) = lim z(c—1t).
t—0+ t—0~
O Lema 2.1 nos garante a unicidade da funcao representante z. Assim,
0, set=a
z(t) = z(t+0) —z(a), sea<t<b ,
z(b) — x(a), set="b

onde z(t) € BV|[a,b]. Podemos afirmar sobre a fun¢ao que z(t) € NBV|[a,b], V(Z) <

V(x) e x ~ x. Portanto, (x — ) ~ 0.

4 Conclusoes

A fungao T nos diz que para todo funcional linear definido em C|a, b], existe alguma

fungao correspondente de variagao limitada g(t) definida em [a, b], conhecida como fungao

peso. Essa relagao pode ser representada pelo diagrama: BV]a,b] 23 N BVla,b] £

Cla,b], onde D3 3 é a Definicao 2.3 e To1 é o Teorema 2.1. Além disso, (1) é a Integral de
Riemann-Stieltjes!?, na qual se tomarmos g(t) = t, recairfamos sob a Integral de Riemann.
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