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1 Introdução

Este trabalho descreve a estrutura de bifurcação de soluções de estado estacionário
para sistemas ODE’s:

dx

dt
= g(x, λ) (1)

em que g : <n x< → <n comuta com a ação de um grupo de Lie compacto Γ em V = <n. O
resultado principal é o Equivariant Branching-Lemma e a prova deste lema é que subgrupos
de Isotropia com subespaços de ponto fixo unidimensional conduz a solução de problemas
de bifurcação com simetria.

2 Bifurcação e o Equivariant Branching-Lemma

Um germe g ∈ −→ε x,λ(Γ) é uma aplicação Γ-Equivariante, que denotamos por g em que
g : V x< → V satisfaz g(γx, x) = γg(x, x), ∀γ ∈ Γ.

Seja Γ um grupo de Lie agindo no espaço vetorial V, um problema de bifurcação com
grupo de simetria Γ é um germe g ∈ −→ε x,λ(Γ) satisfaz g(0, 0) = 0 e (dg)0,0 = 0 em que
dg é a matriz Jacobiana n xn obtida pela diferenciação de g em V -direções e n=dim V.
Como o resultado faz uso das derivadas de g assumimos que esta função é infinitamente
diferenciável.

Se (dg)0,0 é diferente de zero então podemos usar a Redução de Liapunov-Schmidt com
simetria para reduzir g do caso onde a jacoliana é nula. Este processo vai mudar n para
um menor valor n

′
e também irá alterar a representação de Γ. No entanto, assumimos que

essa redução já foi realizada e, por, conseguinte assumimos que (dg)0,0 = 0.

Equivariant Branching-Lemma: Sejam Γ um grupo de Lie agindo absolutamente ir-
redut́ıvel em V e g ∈ −→ε x,λ(Γ) um problema de bifurcação Γ-equivariante e c

′ 6= 0 em que
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(dg)0,λ = c(λ)I. Seja Σ um subgrupo de isotropia satisfazendo

dimFix(Σ) = 1. (2)

Então existe um único ramo de soluções suave para g tal que o subgrupo de isotropia de
cada solução é Σ.

Cicogna[1981] generaliza Equivariant Branching-Lemma para o caso em que dimFix(Σ) é
ı́mpar. Na verdade, vamos provar um resultado mais geral que Equivariant Branching-
Lemma, que segue:

Teorema: Seja Γ um grupo de Lie agindo em V. Suponha
a) Fix(Γ) = 0,
b) Σ ⊂ Γ um subgrupo de isotropia satisfazendo (2),
c) g : V ×< → V é um problema bifurcação Γ-equivariante satisfazendo

(dgλ)0,0(v0) 6= 0 (3)

em que v0 ∈ Fix(Σ) é não-nulo. Então existe um ramo de soluções suave (tv0, λ(t)) para
a equação g(t, λ) = 0.
Prova: Temos que g : Fix(Σ) × < → Fix(Σ), ou seja, o espaço fixo é invariante pela
função g. Como dimFix(Σ) = 1 segue que g(tv0, λ) = h(t, λ)v0. Da hipótese Fix(Γ) = {0}
implica que g tem solução trivial. Como h(0, λ) = 0 aplicando o Teorema de Taylor para
h, resulta em g(tv0, λ) = K(t, λ)tv0. Pela definição de problema de bifurcação com grupo
de Simetria então K(0, 0)v0 = (dg)0,0 v0 = 0 e Kλ(0, 0)v0 = (dgλ)0,0(v0) 6= 0 por hipótese.
Em seguida, aplicando o Teorema da Função Impĺıcita para resolver K(t, λ) = 0 para
λ = λ(t), o que segue o resultado.

3 Conclusão

O Equivariant Branching-Lemma é um método para determinar soluções correspon-
dentes a uma classe especial de subgrupos de isotropia máximais e o grupo de isotropia
de uma solução de um sistema equivariante de EDO’S fornece informações sobre a forma
da solução.
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