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Resumo. E conhecido (veja [4]) que associado a um par de sequéncias reais {{c, }5°,
{d,}221}, com {d,}52; uma sequéncia encadeada positiva, existe uma tinica medida de
probabilidade néo trivial g no circulo unitario. Além disso, os coeficientes de Verblunsky
{an}22,, associados aos polindémios ortogonais com respeito a 1, sdo dados pela relagao

>1

- )

_ 1—-2m, —ic,
OUn—-1=Tn-1 |7 .. n
1—1ic,
onde o =1, 7, = [[}_, (1 —ick)/(1+ick), n > 1 e {m, }22, é a sequéncia de parametros mi-
nimal para {d,}22 ;. Neste trabalho, impondo algumas restri¢ées sobre o par de sequéncias
reais {{c,}52, {m,}32,}, mostramos que é possivel obter medidas de probabilidade nao
triviais no circulo unitario cujos respectivos coeficientes de Verblunsky sao periédicos.

Palavras-chave. Medidas de Probabilidade, Coeficientes de Verblunsky Periddicos, Sequéncias
Encadeadas Positivas, Sequéncias Periédicas

1 Introducao

Nos tultimos anos os polinémios ortogonais no circulo unitdrio, também conhecidos
como polinémios de Szegl, vém recebendo bastante atencdo de muitos pesquisadores.
Este fato tem ocorrido principalmente em razao de suas aplicagoes em diversas areas da
Matematica. Regras de quadratura, processamento de sinais e teoria espectral sao alguns
dos muitos tépicos em que estes polindomios estao inseridos (veja, por exemplo, [1,6]).
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Textos mais recentes sobre tais polindmios podem ser encontrados nos dois volumes de
Simon [7, §].

Seja u(z) = u(e?) uma medida no circulo unitario T = {z = € : 0 < 6 < 27}. De
acordo com a terminologia adotada em Simon [7], a medida u é dita ndo trivial se o seu
suporte é um conjunto infinito e p é dita uma medida de probabilidade se p(T) = 1.

Se p é uma medida de probabilidade nao trivial no circulo unitario T, podemos definir
a sequéncia associada de polinémios ortogonais no circulo unitario, {¢,}22, por

2
/ 2 on(2)du(z) = / e on(e”)dp(e’) =0, 0<j<n—1, n>1.
T 0

Tomando k,? = [|¢a]|*> = [;|én(2)?du(z), os polinémios ortonormais sao dados por
¢n(2) = Kndn(z), n > 0.

Os polinémios ortogonais no circulo unitario na forma monica satisfazem a relacao de
recorréncia

¢n(z) = ngnfl(z) — Qp—1 Cb;—l(z) n > 17

onde a1 = —¢p(0) € ¢} (2) = 2"¢n(1/Z) denota o polindémio reciproco de ¢, (2).

Os numeros «,, sao chamados de coeficientes de Verblunsky. Sabe-se que esses coefici-
entes sao tais que |a,| < 1 (n > 0) e que, além disso, eles sao suficientes para caracterizar
completamente tanto os polinémios ortogonais como a medida associada (veja, por exem-
plo, [7, Teorema 1.7.11]).

Segundo Chihara [3], uma sequéncia {a, }22, é dita uma sequéncia encadeada positiva
se existe uma outra sequéncia {g,}°2, tal que

0<go<l, O0<gn<l paran>1, e ap=(1—gn_1)gn, paran > 1.

A sequéncia {gy }22, é chamada de uma sequéncia de pardmetros para a sequéncia encade-
ada positiva {a, }2°; e pode nao ser inica. Além disso, toda sequéncia encadeada positiva
possui uma sequéncia de pardmetros minimal, denotada por {my, }2, obtida com mg = 0,
e uma sequéncia de parametros mazimal, denotada por {M,}5° , a qual é caracterizado
pela condigao de que se go > My entao {g,}72; gerada por ¢, = a,/(1—gn-1), n > 1 nao
satisfaz 0 < g, <1, n > 1.

Recentemente, foi mostrado em [4] que dado um par de sequéncias reais {{c,}72,
{dn}521}, onde {d,}>°; é uma sequéncia encadeada positiva, entdo correspondente a este
par, existe uma unica medida de probabilidade nao trivial no circulo unitario T. Desta
forma, também podemos olhar para a medida a partir do par associado de sequéncias reais
{en}02 e {dn}22 . No Teorema 2.1 fornecemos uma informacao mais completa sobre este
resultado e veremos que as sequéncias de coeficientes de Verblunsky estdo diretamente
relacionadas com as sequéncias reais {c,}o2; e {my}>2,, onde {m,}7>, é a sequéncia
de parametros minimal para a sequéncia encadeada positiva {d,}2°; (para mais detalhes
sobre sequéncias encadeadas veja, por exemplo, [3]).

Existem muitos trabalhos na teoria de polinémios ortogonais no circulo unitario que
estudam medidas de probabilidade cujas sequéncias associadas de coeficientes de Ver-
blunsky sao p—periddicas, isto ¢, a4, = an, n > 0 e p € N. Resultados sobre o suporte
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essencial de tais medidas, funcao peso e possiveis pontos puros (bem como o tamanho da
massa, quando existem) sdo completamente conhecidos. Por exemplo, os possiveis pontos
puros dessas medidas sdo solugdes da equacio ¢y (2) — ¢p(2) = 0 (veja [8, Capitulo 11]).
Sendo assim, torna-se interessante conhecer medidas de probabilidade nao triviais onde a
sequéncia associada de coeficientes de Verblunsky, obtida a partir do par de sequéncias
reais {{cn}02, {mn}22,}, é periddica.

Um fato importante é que podemos ter uma medida cujos coeficientes de Verblunsky
sao periddicos e tal que as sequéncias reais associadas, {c,}5%; e {m,}>2,, ndo sdo
periédicas (veja, por examplo, [5]). Além disso, também é possivel obter sequéncias re-
ais {cp o2, e {my}72, periédicas sem que a medida associada possua seus respectivos
coeficientes de Verblunsky periddicos.

O objetivo deste trabalho é estudar medidas de probabilidade nao triviais no circulo
unitario, onde a sequéncia associada de coeficientes de Verblunsky é periddica e obtida
por meio de um par de sequéncia reais periédicas {{cp}22 1, {mn}72}, com uma restrigdo
de sinal sobre a sequéncia {c,}72 .

2 Resultado Preliminar

Apresentamos inicialmente um resultado (estabelecido em [4]) que fornece uma ca-
racterizacao para medidas de probabilidade nao triviais em termos de duas sequéncias
reais.

Teorema 2.1. (a) Dada uma medida de probabilidade nao trivial u sobre o circulo unitdrio,
entdo associado a esta, existe um unico par de sequéncias reais {{cn}o2 1, {dn}2 1}, onde
{dn}2, € também uma sequéncia encadeada positiva. FEspecificamente, se {an}52, € a
sequéncia associada de coeficientes de Verblunsky e se a sequéncia 1, € tal que 1o = 1 e
Tn = Tn-1(1 = Tpn—1@n-1)/(1 = Th—1ap—1), n > 1, entao mgy = 0,

o = —Im(T—10pm-1) e m :1 ‘1_7'71*10‘7171‘2 n>1
" 1-— Re(TnflOénfl) " 2 [1 — Re(Tnflanfl)r -

onde {mn}>2 € a sequéncia de parametros minimal de {d,}22 . Além disso, a sequéncia
de pardametros mazimal {M,}5°, de {d,}5° 1€ tal que My € o valor do salto na medida
em z = 1.

. L . - oo o 4
(b) Reciprocamente, dado um par de sequéncias reais {{cn}o2 1, {dn}2 1}, onde {d,}°, €
também uma sequéncia encadeada positiva, entdo, associado a este par, existe uma unica
medida de probabilidade nao trivial p com suporte no circulo unitdrio. Especificamente,
se {mp}>2 € a sequéncia de pardametros minimal de {d,}5° |, entdo 19 = 1,

1—2m, —ic, 1—1c,
Tp—1Qp—1] = ———————— Th = —Tn-1, n > 1. 1
n—1&n—1 1—z'cn n 1+Z.cnnl = ()
Além disso, a medida tem um salto My em z = 1, onde {M,}>2, € a sequéncia de

parametros mazimal de {dp}5° ;.
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3 Medidas com Coeficientes de Verblunsky Periédicos

O primeiro resultado desta se¢ao fornece uma caracterizacao para medidas com sequén-
cia associada de coeficientes de Verblunsky peridédica em termos de um par de sequéncias
reais {{cn}02 1, {dn}% 1}, onde {d,}32; é uma sequéncia encadeada positiva. Ao longo
desta secdo, faremos b, = 1 — 2m,, n > 1, onde {m,}>2, é a sequéncia de parametros
minimal de {d,}5° ;.

Lema 3.1. Seja v a medida de probabilidade associada ao par de sequéncias reais {{cn}22 4,
{dn}22 1} como no Teorema 2.1. Entao, a medida p possui sequéncia associada de coefi-
cientes de Verblunsky, {an}02 ., p—periddica se, e somente se, para n > 0,

= 1+ ic; bpt1 — icpt1 bnipt1 — iCnypi1
Z arg =arg | —— | —arg + 2k,m, k, €Z

Pent 1 —icj 1 —icpt1 1 —ichpt
(2)
¢ 2 2 2 2
bpt1 i1 Dnip T Gipnn (3)
2 = 2 :
L+chig L+
Demonstragdo. Primeiro, usando (1), observamos que, para n > 0, anyp = oy S€, €

somente se,

_ bn+p+1 - icn—‘—p—i—l —_ | bny1 —icnqa
Tn+p . i
I —icnipta 1 —icpm
ou, equivalentemente,
n—+p . . .
H L+ic | [bntpt1 — iCnapt1| [ bnt1 —iCpta
1-— ZC] 1-— iCn+p+1 '

1—ic
j=n+1 il

Agora, o resultado segue comparando-se os médulos e os argumentos dos nimeros

n—+p . . .
H 1 + ZC]' |:bn+p+1 - ZCn+p+1:| e |:bn+l — ZCn+1:| n> O
j=nt1 1— ZC] 1— iCn+p+1 1-— icn+1 -

O]

Observagao 3.1. Dizemos que uma medida de probabilidade no circulo unitdrio p é uma
medida simétrica se du(z) = —du(1/z), z € T. Resultados estabelecidos em [2] garantem
que p € uma medida simétrica se, e somente se, ¢, = 0, n > 1, onde a sequéncia real
{en}02, € dada como no Teorema 2.1.

Teorema 3.1. Seja 1 a medida de probabilidade associada ao par de sequéncias reqis
{{en}2q, {dn}22 1} como no Teorema 2.1. Suponha que {cn}22 1 e {mn}52, sdo periddicas
de periodo p e que a sequéncia {c,}2° | satisfaz cap = —can—1, para n > 1. Entdo,

(i) Se p € par, a medida p possui coeficientes de Verblunsky p—periddicos;

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0018 010018-4 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0018

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

(i) Se p € impar, a medida p possui coeficientes de Verblunsky p—periddicos se, e so-
mente se, |1 € simétrica.

Demonstragao. (i) Usando as hipéteses satisfeitas pelo par de sequéncias reais {{c,}22,
{mn}22} é facil ver que (2) e (3) ocorrem. Logo, o resultado segue pelo Lema 3.1.
(ii) Se p é impar, fazendo n = 0 em (2) e usando novamente as hipdteses satisfeitas pelas

Hi%) = 2]2:1,71', l;:p € 7Z. Consequen-

sequéncias {c, 152, e {my}o2; podemos ver que arg (1_Z.Cp
temente, ¢, = 0 e também cp41 = —¢, = 0. Agora, usando a periodicidade de {c,}>2
e a hipotese que co,, = —con—1, concluimos que ¢, = 0, para todo n > 1. Portanto, u é
simétrica (veja Observacao 3.1). Reciprocamente, se p é simétrica, entdo ¢, = 0, para
n > 1. Dai, as condigoes (2) e (3) do Lema 3.1 podem ser facilmente verificadas, de onde

concluimos que a medida p possui coeficientes de Verblunsky p—periédicos. ]

O préximo resultado fornece uma caracterizagao geométrica para a escolha de {c, }2°
e {my}5° , considerada no teorema anterior.

Teorema 3.2. Seja p um numero natural par e p a medida de probabilidade associada
ao par de sequéncias reais {{cn}22, {dn}22 1} como no Teorema 2.1. Entdo, as sequintes
afirmacdes sao equivalentes.

(i) As sequéncias {cn}32, e {mn}>2, sdo p—periddicas, com cap = —Cap—1, n > 1.

(i) A sequéncia de coeficientes de Verblunsky, {an}02 . associada com a medida p é
p—periddica. Além disso, para cada k € {0,1,...,(p—2)/2}, as retas rok, passando
por aop, e 1, e ropy1, passando por aski1 € —1, sao paralelas.

Demonstragao. (i)=(ii) Pelo Teorema 3.1 é imediato que {a, }5°, € uma sequéncia periédi-
ca com perfodo p. Além disso, usando (1) e a hipStese que co,, = —cap—1, temos

agp =14 Aoy (—1 —icont1) € opp1 = —1+ Aopq1(—1 +icong2), n>0,

onde Aop = (1= bony1)/(1+ 3, 41) € Aany1 = —(1+bany2) /(1 + ¢35, 1)

Portanto, para cada k € {0,1,...,(p — 2)/2}, podemos ver que agy € Tok € Qopt1 €
rok+1, onde roi € Topy1 SA0 retas com equagoes paramétricas dadas, respectivamente, por
Tgk(t) =14+ t(—l — i02k+1> e T2k+1(t) =—-1+ t(—l + i02k+2), t e R.

Finalmente, como para cada k € {0,1,...,(p — 2)/2} temos, por hipétese, cori1 =
—Cok+2, €Nt80 —1 —icop+1 = —1 + icop42 €, consequentemente, ro || rop41-

(ii)=() Seja oj = xj +iy;, j > 0. Se j = 2s, s > 0, podemos escrever

Qs = 1 + )\23(_1 - i628+1)7 (4)
onde _ ) )
1—bos41 . Yos = (225 — 1)° + 3

Aoy = ————_ G = e b =1+ s, 5

2= 2., 241 = 2541 p— (5)

Da mesma forma, se j = 2s+ 1, s > 0, podemos também escrever

as41 = —1 4 Aosq1(—1 4 iCas42), (6)
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onde

1+ basy2 : T Y2s+1
— = G242 =T ——
L+

- 1+ 29541) + Y3
e Bors— 1+ (L + 22541)" + Y041
1+ z2541 L+ @541

(7)

A2s41 = —

Portanto, fazendo m,, = (1 — I;n) /2, usando a hipdtese que a,4p = @y, n > 0 € usando
os resultados obtidos de (5)—(7), nao é dificil ver que

én-i—p = én (§ mn+p = fnn, n Z 1. (8)

Agora, para cada k € {0,1,...,(p — 2)/2}, seja 19 a reta passando por g e 1, e
rop+1 a reta passando por asgii e —1. Entdo, usando (4), (6), (8) e a hipétese que
rok || Tok+1, k€ {0,1,...,(p—2)/2}, podemos concluir que

Cont2 = —Copg1, n=>0. 9)
Consequentemente, de (4)—(9), obtemos

~ bopt1 t+icopy2 _ bopyo —iConyo
Qg = = € o541 = —
1 +icony2 1+ icopnt2

s> 0. (10)

Finalmente, usando (1) e as relagoes obtidas em (10) para c,, podemos verificar, por
inducdo matematica, que ¢, = ¢, e m, = my,, n > 1, e isto completa a prova. O

4 Conclusoes

Uma vez que cada medida de probabilidade nao trivial (com suporte no circulo unitario)
pode ser caracterizada tanto por uma sequéncia de coeficientes de Verblunsky {o,}22,
quanto por um par de sequéncias reais {{c, }°2 1, {my}22 }, conclui-se que é possivel obter,
a partir deste par, medidas no circulo unitdrio cuja respectiva sequéncia de coeficientes de
Verblunsky é p—periddica. Para isso, é suficiente impor a restricao de sinal co, = —con_1
(n > 1) e uma p—periodicidade nas sequéncias {c,}o2; e {my}2,, quando p é par. Além
disso, quando p é impar, é suficiente considerar ¢, =0 (n > 1) e {m,}>2, p—periédica.
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