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Resumo. Neste trabalho, investigamos diversas propriedades de solucdes limitadas de
equagoes de difusao nao linear com termos advectivos na forma conservativa, onde o meca-
nismo de difusao é dado pelo p - Laplaciano. O termo advectivo em estudo tem natureza
dissipativa e como consequéncia as solugoes sao globalmente definidas e decaem a zero (em
véarias normas) quando ¢ — oco. As taxas de decaimento obtidas neste caso, pela andlise
apresentada (uma variagao do cldssico método LP — L?) sdo optimais. Através de um pro-
cesso iterativo tipo bootstrap é possivel obter uma estimativa de decaimento para a norma
do sup.

Palavras-chave. p - Laplaciano, termos advectivos, difusdo nao linear, estimativa de de-
caimento.

1 Introducao
Neste trabalho vamos investigar algumas propriedades basicas de solugoes do problema
de difusdo nao linear com termo advectivo
up + div(f(z, t,u)) = p(t) div(|Vu|p_2Vu) (1)
correspondentes a dados iniciais
u(-,0) =up € LP°(R™)NL>(R"), (2)

com constantes p > 2, 1 < pg < 00, e u € CO([O, oo)) uma funcao positiva, e a fungao
f € COR™ x [0,00) x R) satisfazendo fu,, ..., fu,, fu € C°(R™ x [0,00) x R) e a condicio

Zu—fj(:ﬂ,t,u)zo VeeR"t>0eueR (3)

Nosso objetivo é encontrar uma estimativa a priori para a norma do sup das solugoes
de (1)-(2)-(3) e analisar o seu comportamento assintdtico. As solugdes exibem (enquanto
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existirem) vérias propriedades conhecidas de problemas parabdlicos em forma conserva-

tiva, como, por exemplo, decrescimento na norma L', conservacio de massa, contracio e

propriedades de comparacao. Nota-se que, mesmo na forma conservativa, a dependéncia

da varidvel z no termo advectivo torna o problema mais complexo, tornando em principio

possivel a ocorréncia de blow-up. De fato, o problema (1)-(2) pode tornar-se muito com-

plicado quando a condi¢ao (3) for violada, como indicaremos intuitivamente a seguir.
Considere, por exemplo, solugdes v(-,t) nao negativas do problema

v + div(b(z)vF 1) = div(|Vu|P~2Ve) 2 € R et > 0,
v(+,0) € LYR™) N L®(R").
Podemos reescrever a equagao na forma
v + (k + 1) 0*b(x) - Vo = div(|Vo[P~2Vo) 4 B(z)v" T (5)

onde B(z) := —divb(z). Supondo que Q@ = {z € R" : B(x) > 0} seja ndo vazio, vé-se
de (5) que v(z,t) é estimulada a crescer nos pontos z € {2, particularmente onde ocorrer
B(z) > 1. Como (1) conserva massa, se v(-,t) crescer consideravelmente em alguma
parte de Q entdo o perfil de v(-,t) terd de afinar-se, tornando-se assim mais suscetivel aos
efeitos dissipativos do termo difusivo presente no lado direito de (4). O efeito final sobre
a solucao (explosao ou nao em tempo finito, existéncia global, comportamento ao t — oo,
etc) resultante dessa competigao entre os termos do lado direito de (5) é dificil de ser
previsto.

Para problemas (1)-(2)-(3) acima, é natural pensar com base na discussao anterior,
que as solugoes u(-,t) possam existir globalmente, j4 que a hipétese (3) torna o termo
advectivo de natureza dissipativa (2 = () no exemplo acima), criando uma espectativa de
obter controle sob as normas mais altas. E é nesta direcao que vamos obter o resultado
principal deste trabalho:

Teorema 1.1. Se u(-,t) € C°([0,00), LPO(R™)) () L>([0, 00), L>(R™)) € solugdo do pro-
blema (1)-(2)-(3), entdao

n poPp

ety ) ey < K (12, o) (6) T35 g o 215707 (6)

A prova deste teorema é baseada numa variacdo do método LP — L4, método utilizado

em muitos trabalhos [1,2,8,11] com a finalidade de obter o controle da norma L? pela norma

L% onde p > q. A seguir, usando um processo iterativo (processo de bootstrap) e certa

desigualdade de Sobolev-Nirenberg-Gagliardo [7] alcancamos o resultado. Estimativas

do tipo (6) podem ser obtidas por varios métodos, como por exemplo, desigualdades

de Sobolev logaritmicas, outras desigualdades de energia, técnicas de Fourier splitting,

ver [3,5,8,9]. Estas técnicas podem ser aplicadas mais geralmente (com maior ou menor
dificuldade) para outras equagoes também.

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0023 010023-2 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0023

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

2 Resultados Preliminares

Uma solugao do problema (1)-(2)-(3) em Sz = R" x (0,7) é uma funcao u(-,t) €
L2 ([0,T), L=(R™)NC([0, T), Li°.(R™)) N LY ((0,T), Wllof(R")) satisfazendo, para cada

0<t; <ty <TeKCR" compacto dados,

1)
/ u(a, t)p(x,t) (2 + / / {—up; — f(z,t,u) Vo + |VulP2Vu - Voldedt =0 (7)
K t1 K

para toda ¢ € H} ((0,T), L*(K)) N L? ((0,T),W,*?(K)) dada. Fazendo uso do método
de escalas intrinsecas desenvolvido em [4,10] e utilizando a regularizacao de Steklov [4],
podemos estender os resultados obtidos em [6] e obter as seguintes proposigoes que serao

usadas como referéncia futura.

Proposicao 2.1. Seja u(-,t) solugao do proplema (1)-(2)-(3). Entao vale que u(-,t) €
C?([0, 7o), L (R™)) e

[uC )l La@ny < lluollLagn), (8)
para todo pp < ¢ < oo et € [0,T%), onde [0,T*) € o intervalo mazimal de existéncia da
solucao.

Como consequéncia, a solugao u(-,t) esta definida globalmente e suas normas decres-
cem. Além disso, como consequéncia direta da Proposigao 2.1, temos [u(, )| oo @n) <
[|ol| oo (rn) Para todo t > 0.

O proximo resultado é uma desigualdade energia utilizada diretamente no processo
Lr — L1

Proposicao 2.2. Seja u(-,t) € L>([0, 00), L>(R"))NCY([0, c0), LP°(R™)) solugdo do pro-
plema (1)-(2)-(3). Entao, para qualquer ¢ > max{2,po} ey > 0, obtemos

(t —to)? / lu(z, £)|%dz
talg—1) / () (7 — to)? /R [VulPlutz, 7 ddr

0

< 7/;(7 oy / (e, 7)|9dzdr. (9)

0

As técenicas usadas para provar estes resultados podem ser encontras em [6].

3 Estimativa da norma L%

Nesta secao mostraremos como usar a desigualdade de energia dada na Proposigao 2.2
para obter uma estimativa fundamental para norma do sup. Tal estimativa mostra que a
solucao u(-,t) (globalmente definida) decai ao t — oo e além disso nos fornece a taxa de
decaimento. Comegaremos mostrando uma aproximacao LY — LP.
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Teorema 3.1. Seja u(-,t) € CY([0,00), LPo(R™)) N L>°([0, c0), L= (R™)) solugio (1)-(2)-
(3). Entdo para cada q > 2pgy temos

t ¥
[u( )l amny < K(n,q7p7p0)||u(',t0)||6g N (/ N(T)dr)
L2®R™) \ Jy,
para 0 <ty <t < oo.

Demonstragdo. Sem perda de generaldade, podemos supor p(7) = 1 para todo 7 € (to, 1),
simplificando os célculos futuros, e a partir de uma mudanca de varidvel em t, 7 :=

t
/ w(s)ds, é possivel voltar para a desigualdade desejada.
0

Com p(1) =1, a desigualdade (9) acima obtida pode ser reescrita da seguinte forma

t
(t—to)”!u(~,t)H‘iq(Rn)+q<q—1>/ (T_to)'Y/ \VulP|u|92dxdr

to R»
Sygv—mWﬂw - (10)

Definimos a seguinte fungao

o= {55
onde \ = 1)—1—;—2 Assim, obtemos as seguintes relagoes

oDy = [ttt = [ el de = [0 o
onde 3 := % e
01y g, = [ lu@ifde = [ ool de = e g,

onde [y := —

Reescrevendo (10) em fungao de w(-, t),

(6= t0) Oy + WL [ = t0)7 [ Ve

to

<3 [ = 1ol ) (12)

to

~~

(%)

Agora usando em (x) a desigualdade (SNG) (veja em [7]), temos
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5
(-, IS5 < K@) w121V, )19 (13)
onde 0 < By < B, K := K(n) e 0 satisfaz
1 1 1 2
,8_0<p_n)+5(1_9)’ (14)

e ainda, estimamos (x), usando a propriedade de decaimento das normas L? dada pela

Proposicao 2.1, e a desigualdade de Hélder com paramentros % e ﬁ, a desigualdade
(12) fica

glg—1) [*
(8 = t0) llw (-, )| gy + (Mj{[h—mﬂwmmRnr (15)
0 v
8 (108 -2 ' C D B
<ot =t0) 7 Kl t0)| iy A5 (4 [ (7= 000 V0l i)
0

onde A serd determinado mais tarde. Neste momento, podemos escolher «, de forma
- _1\p . L p
que v = (v — 1)z, isto ¢, v := ~ 05

semelhantes. Usando Desigualdade de Young com parametros % e = 9 3 obtemos

permitindo que as integrais em (15) tornem-se

glg—1) [*

(t = to) ) o <A) [ 19 oyt

p—08 08 (1-0)3 \ p-07
<o [P (4P - R o) 0

05 t
+2a [ —to)”Hlel’zp(Rn)dT]

’ __68 8

= (t— 1) A7 KA (- )|,

0 t
# A [ =t IV e (16)

95 A_qm—l)

Escolhendo A tal que P L

, eliminamos o termo

alg—1) [*
U2 [ o) IVl

to

e ficamos com

1 9
(t = t0) [, )| gy < A7 5 K7t — to)|[w(-, o) (5, -
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Dividindo tudo por (t — t)”, obtemos
=08 _ (1-9)
Jo (o)1 gy < AT02 KOV (E = t0)' (-, t0) |y - (17)

Reescrevendo (17) em fungao de u(-,t), e calculando os expoentes em funcao de p,q e n,
obtemos o resultado desejado.

O
Até o momento obtivemos a estimativa

-8 gy < A” T 7550 K 7o (1 ). (18)

t—1 _W‘ ¢ ‘ 1_2n?p<§g>?pq

— n(p— Prq .
(t—to) [ule o), 57
2n(p — 2 P
onde a constante A é dada por A := ¢q(q — 1) (p ) +pg < P ) e a constante
nq p+q—2

K é aquela que surge da desigualdade (13).
Agora, usando os resultados anteriores e um processo tipo bootstrap, com argumentos
mais técnicos, chegamos ao nosso resultado principal:

Teorema 3.2. Seja u(-,t) € CY([0,00), LPo(R™)) N L>°([0, 00), L®(R™)) solu¢do do pro-
blema (1)-(2)-(3), entdo

n PoP
u(-, )|l oo (mmy < K (1, p, po)(t) "(”’2”””HU0||L1(7§(H?§)ZJOP-

Corolario 3.1. Com as mesmas hipdteses do teorema anterior, temos
|u(- )|l Lamny — 0 a0 t — oo,
para todo q > 2pg.

Demonstragdo. Usando o Teorema 3.2 e a propriedade de decrescimento da norma L9,
para todo g > 2pg, temos

1wl DN 0 gny = /Rn [u(, )1 ul, 8)]da < Jlul, )| pogny lul, O o s gny 7.0

4 Conclusoes

As solucoes tratadas no problema (1)-(2)-(3) estao definidas globalmente e exibem
decaimento assintético, sendo determinada (de forma explicita) a taxa de decaimento da
solucao. Este problema, traz a tona questoes sobre o comportamento da solucao ao ser
violada a hipétese (3). E ainda, considerando o problema com a hipdtese (3), hé questoes
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de interesse nao respondidas, como por exemplo, a obtencao de aproximacgoes assintdticas
para t"u(-,t) ao t — 00, e (no caso py = 1) sobre a validade ou nao da propriedade

Jim (e )lzsany = bl m = [ ue,

que é conhecida para equagao do calor e outras equagdes mais simples, ver [11].
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