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Departamento de Matemática, UNESP, São José do Rio Preto, SP

Resumo. Neste trabalho vamos considerar uma classe de equações não-lineares de trans-
porte de flúıdo viscoso, que descreve fenômenos de agregação em biologia. Mostramos a
existência de solução global no tempo, com dado inicial em espaços Morrey.
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1 Introdução

Vamos considerar o problema de Cauchy da equação do calor, não-local e não-linear,
dado por

ut = ∆u−∇ · (u(∇K ∗ u)), x ∈ Rn, t > 0, (1)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Rn. (2)

Este modelo tem sido usado para descrever fenômenos de quimiotaxia e de mecânica dos
meios cont́ınuos.

A equação (1) é chamada de equação de agregação e recebe tal nome devido a função
v(x, t) = K(x) ∗ u(x, t) representar o fator de agregação, isto é, a atração ou a repulsa de
part́ıculas na posição x e no tempo t. A função incógnita u = u(x, t) ≥ 0 representa a
densidade populacional na posição x, no tempo t e K = K(x) é uma função conhecida.
Sugerimos ao leitor consultar [1, 2, 5, 6, 9, 10] no caso de (1) e suas generalizações,
consideradas tanto no espaço todo ou em um domı́nio limitado.

Um dos primeiros modelos da quimiotaxia é modelo de Keller-Segel, cuja forma sim-
plificada é dada por

ut = ∆u−∇ · (u∇v), x ∈ Rn, t > 0, (3)

0 = ∆v − αv + u, (4)
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onde α > 0 é uma constante dada.

Destacamos que o modelo (1)-(2) é uma generalização de (3)-(4), pois para escrever

(4), devemos tomar K(x) = e−
|x|
2
α , que é a solução fundamental do operador −∆ + αId,

com v = K ∗ u. Substituindo esta última fórmula em (3) obtemos (1).
Remetemos o leitor às obras [3, 4, 8], e as referências nelas contidas, para resultados
matemáticos da modelagem de sistemas de quimiotaxia.
Vamos considerar o problema de Cauchy (1)-(2) e mostrar a existência de solução global
no tempo, com a condição inicial em espaços de Morrey, no caso em que n ≥ 2 e que a
função K é tal que ∇K ∈ L1(Rn).

2 Preliminares

2.1 Espaços de funções e definições

Para 1 ≤ p <∞ e 0 ≤ λ < n, o espaço de Morrey Mp,λ =Mp,λ(Rn) é definido como

Mp,λ = {f ∈ Lploc(R
n) : ‖f‖p,λ <∞} (5)

onde

‖f‖p,λ = sup
x0∈Rn, R>0

{R−
λ
p ‖f‖Lp(BR(x0))} (6)

e BR(x0) ⊂ Rn é a bola fechada com centro x0 e raio R. O espaçoMp,λ munido da norma
‖ · ‖p,λ, é um espaço de Banach . Em particular,Mp,0 = Lp para p ≥ 1. Colocando p =∞
ou λ = n na notação Mp,λ, obtemos o espaço

L∞ = L∞(Rn) = {f : Rn → R : ‖f‖∞ <∞ q.t.p. em Rn}.

Temos a seguinte relação de escala para ‖ · ‖p,λ

‖f(αx)‖p,λ = α
−n−λ

p ‖f(x)‖p,λ, para todo α > 0. (7)

A desigualdade de Hölder em espaços de Morrey é dada como segue: se 1 ≤ pi ≤ ∞ e
0 ≤ λi < n, com 1

p3
= 1

p1
+ 1

p2
e λ3
p3

= λ2
p2

+ λ1
p1

, então

‖fg‖p3,λ3 ≤ ‖f‖p1,λ1‖g‖p2,λ2 . (8)

Também a desigualdade de Young é válida em espaços de Morrey: se 1 ≤ p ≤ ∞ e
0 ≤ λ < n, então

‖g ∗ f‖p,λ ≤ ‖g‖1‖f‖p,λ. (9)

As demonstrações das desigualdades acima podem ser vistas em [7].
Observamos que ‖ · ‖1 denota ‖ · ‖L1 .
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2.2 Solução Mild

A linearização de (1)−(2) é o problema linear de Cauchy para a equação do calor

ut −∆u = 0, x ∈ Rn, t > 0 (10)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Rn, (11)

cuja solução é dada por

u(t) = G(t)u0.

O operador G(t) é o operador de convolução, com kernel g(x, t) = (4πt)−
n
2 e−

|x|2
4t .

Aplicando o prinćıpio de Duhamel, o problema (1)−(2) é equivalente ao sistema integral

u(t) = G(t)u0 +B(u, u)(t), (12)

em que

B(u, v)(t) = −
∫ t

0
∇xG(t− s)(u(∇K ∗ v))(s)ds. (13)

As soluções de (12) são chamadas de soluções mild para (1)−(2).

3 Resultados

Para obtermos solução global para a formulação integral (12), precisamos considerar
espaços funcionais com ı́ndices adequados de modo que suas normas sejam invariantes pela
aplicação escala, isto é, pela aplicação

u −→ uα (14)

onde

uα(x, t) := αu(αx, α2t), para todo α > 0, (15)

tal que, uα é solução de (1)−(2) sempre que u o for.

Uma conta simples, mostra que, fazendo t → 0+ em (15), obtemos a aplicação escala
para a condição inicial

u0(x) −→ αu0(αx). (16)

Definimos a seguir espaços funcionais que iremos considerar daqui por diante, chamados
de espaços cŕıticos. A notação BC((0,∞), X) representa o conjunto das funções cont́ınuas
e limitadas no intervalo (0,∞) para um espaço de Banach X.

Sejam n ∈ N, n ≥ 2, 0 ≤ λ < n − 1, 1 < p < q < ∞. Para u : Rn × (0,∞) → R,
definimos

Eq = {u : tηu ∈ BC((0,∞),Mq,λ)}, onde η = 1
2 −

n−λ
2q ,

e
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Ep = {u : tβu ∈ BC((0,∞),Mp,λ)}, tais que β = 0 e p = n− λ.

Os conjuntos acima definidos, dotados das respectivas normas

‖u‖Eq = sup
t>0

tη‖u(·, t)‖q,λ (17)

e

‖u‖Ep = sup
t>0
‖u(·, t)‖p,λ. (18)

são espaços de Banach.
Os parâmetros η, β e p foram encontrados de modo que as normas ‖ · ‖Eq e ‖ · ‖Ep sejam
invariantes por (14) e tal que u0 ∈ Mp,λ seja invariante por (16). A solução global no
tempo, invariante por escala, será procurada no espaço

E = Eq ∩ Ep (19)

que é também um espaço de Banach, quando munido da norma

‖u‖E = ‖u‖Eq + ‖u‖Ep . (20)

Theorem 3.1. Assuma que n ≥ 2, 0 ≤ λ < n − 1, 1 < q
2 , 1 < p < q < ∞ tais que

1
p + 1

q = 1
r e η = 1

2 −
n−λ
2q . Suponha que u0 ∈ Mp,λ. Existem ε > 0 e M > 0 tais que, se

‖u0‖p,λ ≤ ε, então existe uma única solução global mild u ∈ E para (1)-(2), satisfazendo
‖u‖E ≤ 2εC3, onde C3 > 0.

4 Prova dos resultados

Vamos enunciar o lema abstrato do ponto fixo que será usado para provar nosso resul-
tado.

Lemma 4.1. Sejam X um espaço de Banach com a norma ‖ · ‖X e B : X ×X → X uma
aplicação bilinear cont́ınua, isto é, existe N > 0 tal que

‖B(x1, x2)‖X ≤ N‖x1‖X‖x2‖X , para todo x1, x2 ∈ X. (21)

Seja y ∈ X, y 6= 0 e ‖y‖X ≤ ε. Se 0 < ε < 1
4N , então existe uma única solução x ∈ X

para a equação x = y +B(x, x), tal que ‖x‖X ≤ 2ε.

4.1 Estimativas para G(t) e ∇xG(t) em espaços de Morrey

O lema a seguir fornece estimativas para G(t) e ∇xG(t) em espaços de Morrey, cuja
demonstração pode ser encontrada em [7].
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Lemma 4.2. Sejam 1 ≤ p1, p2 < ∞ e 0 ≤ λ1, λ2 < n. Se n ≥ n−λ1
p1
≥ n−λ2

p2
≥ 0, então

existe uma constante C = C(p1, p2, λ1, λ2) > 0, tal que

‖G(t)f‖p2,λ2 ≤ Ct
− 1

2

(
n−λ1
p1
−n−λ2

p2

)
‖f‖p1,λ1 , (22)

e

‖∇xG(t)f‖p2λ2 ≤ Ct
− 1

2

(
1+

n−λ1
p1
−n−λ2

p2

)
‖f‖p1,λ1 , (23)

para toda f ∈Mp1,λ1.

4.2 Estimativas bilineares

Vamos agora estimar o operador bilinear definido em (12).

Lemma 4.3. Considerando as hipóteses do Teorema 3.1, existem constantes M1,M2 > 0
tais que

‖B(u, v)‖Ep ≤M1‖∇K‖1‖u‖Eq‖v‖Ep (24)

e

‖B(u, v)‖Eq ≤M2‖∇K‖1‖u‖Eq‖v‖Eq , (25)

para todo u, v ∈ E.

Demonstração. Como 1
p + 1

q = 1
r , pelo Lema 4.2, temos

‖B(u, v)‖p,λ ≤
∫ t

0
‖∇xG(t− s)(u(∇K ∗ v))(s)‖p,λ ds

≤ C

∫ t

0
(t− s)−

1
2
−n−λ

2r
+n−λ

2p ‖(u(∇K ∗ v))(s)‖r,λ ds. (26)

Aplicando a desigualdade de Hölder (8) e em seguida a desigualdade de Young (9), segue
que

‖(u(∇K ∗ v))(s)‖r,λ ≤ ‖u(s)‖q,λ ‖(∇K ∗ v)(s)‖p,λ
≤ ‖u(s)‖q,λ ‖∇K‖1 ‖v(s)‖p,λ. (27)

Substituindo (27) em (26) e usando que n−λ
2p + n−λ

2q = n−λ
2r , temos

‖B(u, v)‖p,λ ≤ C ‖∇K‖1
∫ t

0
(t− s)−

1
2
−n−λ

2q ‖u(s)‖q,λ ‖v(s)‖p,λ ds

≤ C ‖∇K‖1 sup
t>0

tη‖u(t)‖q,λ sup
t>0
‖v(t)‖p,λ

∫ t

0
(t− s)−

1
2
−n−λ

2q s−ηds

= C ‖∇K‖1 ‖u‖Eq ‖v‖Ep
∫ 1

0
(1− s)−

1
2
−n−λ

2q s
− 1

2
+n−λ

2q ds

= M1 ‖∇K‖1 ‖u‖Eq ‖v‖Ep . (28)
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Tomando o sup
t>0

em (28), obtemos (24).

A estimativa (25) segue imediatamente do Lema 4.2 e das desigualdades (8) e (9)

tη‖B(u, v)‖q,λ ≤ tη
∫ t

0
‖∇xG(t− s)(u(∇K ∗ v))(s)‖q,λds

≤ Ctη
∫ t

0
(t− s)

− 1
2
−n−λ

2
q
2

+n−λ
2q ‖(u(∇K ∗ v))(s)‖ q

2
,λ ds

≤ Ctη
∫ t

0
(t− s)−

1
2
−n−λ

2q ‖u(s)‖q,λ ‖(∇K ∗ v)(s)‖q,λ ds

≤ C‖∇K‖1tη
∫ t

0
(t− s)−

1
2
−n−λ

2q ‖u(s)‖q,λ ‖v(s)‖q,λ ds

≤ C‖∇K‖1tη sup
t>0

tη‖u(t)‖q,λ sup
t>0

tη‖v(t)‖q,λ
∫ t

0
(t− s)−

1
2
−n−λ

2q s−2ηds

= C‖∇K‖1‖u‖Eq‖v‖Eq
∫ 1

0
(1− s)−

1
2
−n−λ

2q s
−1+n−λ

q ds

= M2‖∇K‖1‖u‖Eq‖v‖Eq . (29)

Tomando o sup
t>0

em (29), obtemos (25).

4.3 Prova do Teorema 3.1

Tome X = E definido em (19). Denotemos M = max{M1,M2}, y = G(t)u0. Para
u, v ∈ E, recordando (20), do Lema 4.3 segue que

‖B(u, v)‖E ≤ M‖∇K‖1‖u‖E(‖v‖Ep + ‖v‖Eq)
= M‖∇K‖1‖u‖E‖v‖E (30)

ou seja, a aplicação é bilinear cont́ınua.

Por outro lado, pela hipótese de pequenez do dado inicial, aplicando o Lema 4.2 e
relembrando que n− λ = p, obtemos

‖y‖E = sup
t>0
‖G(t)u0‖p,λ + sup

t>0
tη‖G(t)u0‖q,λ

≤ C1‖u0‖p,λ + C2 sup
t>0

tηt
− 1

2
(n−λ

p
−n−λ

q
)‖u0‖p,λ

≤ C3‖u0‖p,λ ≤ εC3

Portanto, se 0 < ε < 1
4M‖∇K‖1C3

, então pelo Lema 4.1 implica que existe uma única

solução u ∈ E de (12) tal que ‖u‖E ≤ 2εC3.
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