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Resumo. Neste trabalho vamos considerar uma classe de equagoes nao-lineares de trans-
porte de fluido viscoso, que descreve fendmenos de agregacdo em biologia. Mostramos a
existéncia de solugao global no tempo, com dado inicial em espacos Morrey.
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1 Introducao

Vamos considerar o problema de Cauchy da equacao do calor, ndao-local e ndo-linear,
dado por
u=Au—V- (w(VK *xu)), x € R", t >0, (1)

u(z,0) = up(z), x € R™. (2)

Este modelo tem sido usado para descrever fendmenos de quimiotaxia e de mecanica dos
meios continuos.

A equagao (1) é chamada de equacao de agregacao e recebe tal nome devido a fungao
v(z,t) = K(x) * u(x,t) representar o fator de agregacao, isto é, a atragdo ou a repulsa de
particulas na posicao x e no tempo t. A fungao incégnita u = wu(xz,t) > 0 representa a
densidade populacional na posigao x, no tempo t e K = K(z) é uma fungao conhecida.
Sugerimos ao leitor consultar [1, 2, 5, 6, 9, 10] no caso de (1) e suas generalizagoes,
consideradas tanto no espaco todo ou em um dominio limitado.

Um dos primeiros modelos da quimiotaxia é modelo de Keller-Segel, cuja forma sim-
plificada é dada por

up=Au— V- (uVv), x € R", t >0, (3)

0=Av—av+u, (4)
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onde a > 0 é uma constante dada.

Destacamos que o modelo (1)-(2) é uma generalizacao de (3)-(4), pois para escrever
(4), devemos tomar K(z) = '3 , que ¢é a solucao fundamental do operador —A + ald,
com v = K % u. Substituindo esta dltima férmula em (3) obtemos (1).

Remetemos o leitor as obras [3, 4, 8|, e as referéncias nelas contidas, para resultados
matematicos da modelagem de sistemas de quimiotaxia.

Vamos considerar o problema de Cauchy (1)-(2) e mostrar a existéncia de solugao global
no tempo, com a condicao inicial em espacos de Morrey, no caso em que n > 2 e que a
fungio K é tal que VK € L*(R™).

2 Preliminares

2.1 Espacos de funcoes e definigoes

Para 1 <p <ooe0<\<mn,oespago de Morrey M), , = M, \(R") é definido como

Mpx=1{f € L, (R") : || fllpx < o0} (5)
onde
_A
[fllpr =" sup  {R ?|fllLr(Br(zo))} (6)
zo€ER™, R>0

e Br(zg) C R™ é a bola fechada com centro zg e raio R. O espaco M, y munido da norma
|- llp,x, ¢ um espago de Banach . Em particular, M, g = L? para p > 1. Colocando p = 0o
ou A = n na notacao M, y, obtemos o espaco

LY =LR")={f:R" > R:||flloc < o0 ¢t.p.em R"}.

Temos a seguinte relacao de escala para || - [[p»

_n=X
If(@@)]lpr = a7 [|f(@)]lpx, para todo a > 0. (7)

A desigualdade de Holder em espacos de Morrey é dada como segue: se 1 < p; < 0o e

, 1 1 1A A A =
0 < )\ <n, com o5 = o T epg —pg—i—pi,entao
1£9llpsxs < (1 llpr a9 llps s (8)

Também a desigualdade de Young é vélida em espacos de Morrey: se 1 < p < oo e
0 < X\ <n, entao

lg * Fllpx < lgllellfllpa- (9)

As demonstragoes das desigualdades acima podem ser vistas em [7].
Observamos que || - || denota || - || 1.
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3
2.2 Solucao Mild
A linearizacgao de (1)—(2) é o problema linear de Cauchy para a equagao do calor
u—Au=0, x€R", t>0 (10)
u(z,0) = up(z), z € R", (11)

cuja solucao é dada por

||

O operador G(t) é o operador de convolucao, com kernel g(x,t) = (4mt) " 2e™ ar .
Aplicando o principio de Duhamel, o problema (1)—(2) é equivalente ao sistema integral

u(t) = G(t)uo + B(u,u)(t), (12)

em que
B(u,v)(t) = —/0 V.Gt — s)(u(VK xv))(s)ds. (13)

As solugoes de (12) sdo chamadas de solugoes mild para (1)—(2).

3 Resultados

Para obtermos solugao global para a formulacao integral (12), precisamos considerar
espagos funcionais com indices adequados de modo que suas normas sejam invariantes pela
aplicacao escala, isto é, pela aplicacao

U — Uy (14)

onde
o (z,t) = au(az, &’t), para todo a > 0, (15)

tal que, uq, é solugao de (1)—(2) sempre que u o for.
Uma conta simples, mostra que, fazendo ¢ — 0T em (15), obtemos a aplicagao escala
para a condicao inicial
uo(x) — aug(ax). (16)

Definimos a seguir espacos funcionais que iremos considerar daqui por diante, chamados
de espagos criticos. A notagao BC((0,c0), X) representa o conjunto das fungoes continuas
e limitadas no intervalo (0, c0) para um espago de Banach X.

Sejamn € Nyn>20<A<n—-1,1<p<qg<oo. Parawu:R"x(0,00) = R,
definimos

n—>\
2q

E;={u:t"u € BC((0,00), M)}, onde n =

D=
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E, ={u: tu e BC((0,00),Mp 1)}, tais que f=0ep=n— A

Os conjuntos acima definidos, dotados das respectivas normas

[ull £, = supt"|[u(-, £)lg.x (17)
>0

[ullz, = sup fu(, D)lp- (18)
>0

sao espacos de Banach.

Os parametros 7, 3 e p foram encontrados de modo que as normas || - ||g, e || - |5, sejam
invariantes por (14) e tal que uy € M, ) seja invariante por (16). A solucado global no
tempo, invariante por escala, serd procurada no espaco

E=E,NE, (19)
que é também um espaco de Banach, quando munido da norma
lullz = llullz, + llullg,- (20)

Theorem 3.1. Assuma quen > 2,0 <A <n—-1,1<2 1<p<q< oo tais que

11 % en= % — "2—_(1’\. Suponha que ug € M, \. Ezistem e >0 e M > 0 tais que, se

q
ﬁuoﬂw < e, entao eriste uma unica solugcdo global mild w € E para (1)-(2), satisfazendo
|lullg < 2eCs, onde Cs > 0.

4 Prova dos resultados

Vamos enunciar o lema abstrato do ponto fixo que sera usado para provar nosso resul-
tado.

Lemma 4.1. Sejam X um espago de Banach com a norma ||-||x e B: X x X — X uma
aplicacao bilinear continua, isto é, existe N > 0 tal que

|B(z1,22)||x < N||z1||x||x2l|x, para todo x1, o € X. (21)

Sejay € X, y#0elyllx <e. Sed<e< ﬁ, entao existe uma tunica solucao x € X
para a equacdo x =y + B(x,x), tal que ||z||x < 2e.

4.1 Estimativas para G(t) e V,G(t) em espagos de Morrey

O lema a seguir fornece estimativas para G(t) e V,G(t) em espagos de Morrey, cuja
demonstragao pode ser encontrada em [7].
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Lemma 4.2. Sejam 1 < p1,ps <00 e0 < A, 9 <n. Sen > ";% > ”;—;‘2 > 0, entao
existe uma constante C' = C(p1,p2, A1, A2) > 0, tal que

_1l(nzM_n=Ay
1GE) e < O 25 L, (22)
€ A A
_ 1 n—A] _nN—A2
VoG fllpn, < O3 F T2 11 (23)

para toda f € My, », .

4.2 Estimativas bilineares

Vamos agora estimar o operador bilinear definido em (12).

Lemma 4.3. Considerando as hipdteses do Teorema 3.1, existem constantes My, Mo > 0
tais que
|B(u,v)||g, < Mi[[VE]1lul g, |v] &, (24)
1B(u,v)|| e, < M| VE||1[|lullg, vl e, (25)
para todo u,v € F.

Demonstracao. Como % + % = %, pelo Lema 4.2, temos

1Bl < [ 192Gl = ) @(VE <0))(5) | ds
0
< [ @-9 TR VK e o)) ds. (20
0

Aplicando a desigualdade de Holder (8) e em seguida a desigualdade de Young (9), segue
que

[(W(VE x0))(s)llra < [lu(s)llga [(VE *v)(s)]lp
< lu@s)llga VKL [[o(s)]lpa- (27)

Substituindo (27) em (26) e usando que "2—;)‘ + "Q;q)‘ = "2_7,)‘, temos

n—>\

t _1l_n=A
[B(u,0)lpr < C VK] /0(75—8) 22 Jlu(s)liga [lo(s)llpa ds

IN

t _1l_n=Xx
C VKl supt?u®)g sup ot [ (6= s)73 57ds
t>0 t>0 0

n—>\ _l_,'_n—)\

1 1_
= CIVK]h lullz, v, / (1—s) 2 25 27 20 ds
0

= M VK [ullg, l[v]le,- (28)
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Tomando o sup em (28), obtemos (24).
t>0

A estimativa (25) segue imediatamente do Lema 4.2 e das desigualdades (8) e (9)

t
B, v)llgn < t"/o IV2G(t = 5)(w(VE x0))(s)llgrds

t —l_mAgnoa
< o[-0 T (VK <0))(s) g s
0

IN

t _1_n—-A
cn / (t— )5 % Ju(s)llon (VK % 0)(5) g ds
0

t _1_n=A
< QTN [ (=97 uls) o [0(s) g ds
0
t 1_n—X\
< C|IVK]|1t"sup t"]|u(?) q,ASUPt”HU(t)Hq,A/ (t—s)"2 2 s~ ds
>0 >0 0
1 1l moA _j n-A
= CIVE [l ol [ (1975 T ds
0
= M||VK|1|ulg,llv]Ee, (29)
Tomando o sup em (29), obtemos (25). O
10

4.3 Prova do Teorema 3.1

Tome X = E definido em (19). Denotemos M = max{Mi, Ms}, y = G(t)up. Para
u,v € E, recordando (20), do Lema 4.3 segue que

1B(u,v)[[e < M[VE][|ulle(lv]e, +lvie,)
M| VE|l1[ullellvllz (30)

ou seja, a aplicacao ¢é bilinear continua.

Por outro lado, pela hipotese de pequenez do dado inicial, aplicando o Lema 4.2 e
relembrando que n — A = p, obtemos

lyllz = sup [[G(t)uollpx + sup t"[|G(t)uollqx
>0 >0

IN

n 7l(n7/\7n7)\)
Cilluollp + Cosuptie 2w a o],
t>

< CSHUOHPQ\ <eC3

Portanto, se 0 < ¢ < W, entao pelo Lema 4.1 implica que existe uma tnica
solucdo u € F de (12) tal que ||ul|g < 2eCs.
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