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Resumo. Sejam {Qg)}nzo uma sequéncia de polindomios monicos L-ortogonais com relagao
a medida di; em um intervalo [a,b], {7, },>0 uma sequéncia de nimeros reais e {Q%O)}nzo
uma sequéncia de polindmios monicos tais que Q%l)(x) =(1- T,L)QSLO) (z) + T,LJJQSLO_)l(JZ),
para n > 1. Neste trabalho, encontramos condigoes necessérias sobre os coeficientes 7, para
que a sequéncia de polindomios {Q;O )}nzo seja L-ortogonal com relagao a uma certa medida
dipg. Também apresentamos a medida diy explicitamente.
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1 Introducao

Se 1 é uma funcao limitada, nao decrescente e com infinitos pontos de aumento
b

em [a,b], 0 < a < b < oo, tal que todos os momentos p, = z"dy(x), para n =

a
0,4+1,+2,..., sdo finitos, entao dizemos que diy é uma medida positiva forte em [a,b]. A
sequéncia de polinémios {@, }n>0 que satisfaz

b
/ 2" Q,(2)dy(x) =0, paras=0,1,...,n—1

é chamada de sequéncia de polinomios L-ortogonais com relagao a medida di), veja [3,5].
Estes polindmios, na forma monica, satisfazem a relacao de recorréncia de trés termos

Qn—i—l(x) = (1‘ - 5n+1)Qn(x) - Oén+1CUQn_1(SC), n = 17 27 C)

com Qo(z) =1, Q1(x) =z — 1, onde

. On—1,—1 _ Onn
B4l = —Qpy1——— €  Qpy1 = ————

, n=>1,
On,—1 On—1,n—1

b
B1 = 00,0/00,—~1 = Ho/l—1 € Ops = / 27 "5Q, (x)dy(x). Para mais detalhes sobre os

a
polinémios L-ortogonais consulte, por exemplo, [2,4,6].
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No trabalho de Andrade, Costa e Sri Ranga [1], foi abordado o seguinte problema:
“Sejam duas medidas relacionadas da forma

Ydipo(z) = (z — c)dip1 ()

e {Q%O)}nzo e {QS)}@O sequéncias de polindmios L-ortogonais com relacdo as medidas

dig e diq, respectivamente. Entao, os polinémios QS)) e Qg) satisfazem a relagao

Q%l)(x) = (1 - Tn)Q'gzO) (iL‘) + TnfL'Qq(@O_)l(x)a n=>1, (1)
b
com T, = 7_107(11,7)1/07(10_)1771_1, onde oﬁz)m = / 27" mQW (2)dyy(z),i = 1,2 e n > 0.

O presente trabalho foi motivado pelo problema inverso, isto é, se os polindmios Q%O) e
Q%l) satisfazem a relagao (1), onde {Q;l)}nzo é uma sequéncia de polinémios L-ortogonais,
entao em quais condicoes {leo)}nzo também é uma sequéncia de polinémios L-ortogonais?
Qual é a forma explicita da medida na qual esses polindmios sdo L-ortogonais?

2 L-ortogonalidade da sequéncia de polinéomios {Q;O)}

Para demonstrarmos o resultado principal deste trabalho, consideremos as relacoes
apresentadas no lema a seguir.

Lema 2.1. Sejam {Q%O)}nzo e {Qg)}nzo sequéncias de polindmios L-ortogonais com
relagdo as medidas dig e diyn, respectivamente, que satisfazem a relagao (1). Entdo,
paran =2,3,..., temos

a) BV = 701) = B0 — 1), com BY = (1 — ),

b) Tn_la&)rl = TnaS)),

1 1 0 0
C) B?g )Tn—l + (1 - Tn—2)a7(1) = /87(1,)17%—1 + (1 - Tn)a?(l )7
onde ag) e 51(121 sdo os coeficientes das relagoes de recorréncia de trés termos dos po-
linomios {Qq(—f)}nzg, para i =1,2.

Demonstragao: Utilizando a relacdo (1) e as relagdes de recorréncia

QS—)&-I(x) - (:B - 67(12—1)@%1) (:U) - aizi—)l-le;i)—l(x% n= 17 27 ) (2)

satisfeitas pelas sequéncias de polind6mios {Qﬁlo)}nzo quando i = 0 e {Qg)}nzo quando
i =1, obtemos

1) (1)
l—7p 11— o n (L — T
QY (w) = [( — o ) - ()] Qs (@)

1=n (1 —7n)en, L=
Tn—1 a7(11)7_n—2 ﬁr(Ll)Tn—l a7(11)(1 - Tn—2) 05511)67(1(217'”_2 (0)
+ |z T Onl - T + © @, o(z).
TR O} ™ W (-,
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Para completar a demonstragao do lema, basta comparar a ultima igualdade com a
relagdo de recorréncia de trés termos (2) para ¢ = 0. ]

Note que se 11 = 0, entdo da rela¢ao b) do lema anterior, 7, = 0, n = 1,2, ... e portanto,
neste caso, Q%O) (z) = Q%l)(x), paran = 0,1,.... Assim, a partir daqui, consideramos o
caso nao trivial 7 # 0.

As relagoes apresentadas no Lema 2.1 também podem ser encontradas no trabalho [1].
Embora as relagoes encontradas sejam as mesmas, no trabalho [1] as demonstragoes foram
feitas utilizando o fato de que ydig(z) = (x — ¢)d1(x), ou mais precisamente, utilizando

-1
Tn =7 Unn/an 1n—1
Como o Lema 2.1 nao apresenta a hipétese de que vdyo(x) = (x — ¢)di1(x), sua demons-
tragao ¢é ligeiramente diferente da encontrada em [1].
A propriedade de invariancia a seguir também é apresentada em [1], e sua demonstragao
utiliza apenas o Lema 2.1.

1—7, .
Lema 2.2. Seja Q, = [@(21% - (1- Tn)@g]ll} #, para n > 1. Entdo,
Tn
1- n
Q, = [ﬁg) —(1— Tn)a(ll} #, com 1y = 0.
Tn
Além disso,
1
Q= Qg == 0y = BV <Tlﬁ)ag>.

De posse desses resultados, podemos demonstrar o principal resultado deste trabalho.

. 1 A . . .
Teorema 2.1. Sejam {Q7(1 )}nzo uma sequéncia de polinomios monicos L-ortogonais com
relagdo a medida diy em um intervalo [a,b], {7, }n>0 uma sequéncia de nimeros reais e

e

{Q%O)}nzo uma sequéncia de polinomios monicos que satisfazem a relagdo (1). Se Q;O
L-ortogonal com relagdo a uma medida diy entao

(1) -1
D) )
Tm=1—- ——Frtr— , (3)
( QM (o)

onde ¢ = Bgl) —(1— Tl)agl)/ﬁ e afj}rl e @(11421 sao os coeficientes da relagdo de recorréncia

(0)

A S . . 1 .
de trés termos dos polinémios L-ortogonais {Q%)}nzo. Neste caso, os coeficientes o,

(0)

. A o A A 0 .
11 da relagao de recorréncia satisfeita pelos polinomios da sequéncia {Q% )}nZO 500

(&
dados por
am_Qﬁxwﬁﬂéiﬁwaw—waﬂ .
Q1) [P0y (e) - @1, (0)] o
(4)
o _ s g
n = n=».14....
V() [AVQ(0) + Qi )]
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4
Além disso, a medida dig é dada por
T—c
dipo(z) = 5 dip1 (), (5)
(1), (1)
Qo [
com y = —2 (8)
T1Hg

Demonstragao: Suponhamos que {Q%O)}nzo é uma sequéncia de polinémios L-ortogonais
I—-m @

com relacao a uma certa medida diy. Do Lema 2.2, temos €2, = Bgl) — ——ay ', isto &,
T1

Q, é independente de n. Afim de simplificar os calculos, denotaremos €2, = ¢, ou seja,

1—7,_ 1—r7
51(11)7% -(1- Tn)agzlll} n "= El) - el 10451) =c (6)

Agora, definimos uma sequéncia de nimeros reais {yn }n>0 tal que

1—-7, 1
naéllyn_l, n=12....

y0:1 € Yn = —
Tn

Note que podemos escrever

-1
| =y = <1 _ aw%—?) |
Yn—1
Assim, utilizando a ultima igualdade e substituindo
-7 Un,
N ) (7)

em (6), obtemos

Yn = (C - ﬁr(zl)h/n—l - Cag)yn—%

1—
comyp=1ley = —(Tﬁ)aél) = c— 8. Logo, yn = Q" (0).

Portanto, isolando 7, em (7), obtemos
(1) -
an—l—lQn—l(C)

1 1 0
a0 — B a1 + (1= mg)alt) — B0 7 e 8O — g0 (L= 7n2)

n—1 — Pn—1 (1 _ Tn—l)’

Pelo Lema 2.1, temos

" 1—7,

substituindo 7, por (3), mostramos que os coeficientes da relagdo de recorréncia de trés

termos satisfeita pelos polindémios da sequéncia {Q%O)}nzo sao dados por (4). Note que se
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(0) Tn—lag)rl
também pode ser dado por ay,’ = ———,
Tn

Tn ¢ dado por (3), é possivel verificar, que a%o)

para n > 2.
Finalmente, vamos mostrar a relacao (5). De

b b
/ $_n+SQ%1)(x)dﬂ)0(l‘) _ / pnts [(1 _ Tn)leO) (33) + anQv(mo—)l(x) d?l)(](l')a

temos

b
/ 2" QW () dio(x) =0,  paras=0,1,...,n—2,

Mas o polinémio Qg) também satisfaz

b
| @ @i (z) =0, para s = 01,0 - 1.

a

Logo, uma solucao é escolher diyg(z) = (ux —v)dyi(x), onde u e v sdo constantes a serem
determinadas.
Observamos que, por um lado

b b
[ e @) = n [ o @avn() = n

a

e, por outro lado

b b
/ +1QU (@) do () = / r' QY () (uz — v)diy (x) = uasO D,

a a
T 1M(0) b 1
Logo, u = ) 0(1) = —. Seguindo o mesmo raciocinio para / Qg )(m)d@bo(x), obtemos
Qg Ko v a

g [ w1 —Tlam] _c
( _

B [T

Portanto, dig(z) = (z=¢)

Para finalizar a demonstracao, resta verificar que essa medida é bem determinada.
Note que

b b v — 0, s=0,1,...,n—2
/ xinjLng)(x)dd}O(x) — / $*H+SQ£LI) (x) d¢1 (1,‘) — US}L

a a Y , s=n—1
Y

e substituindo Qg) pela relacao (1), temos

b 0, s=0,1,...,n—2

TnOp ip—1> S=1N— 1
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6
Utilizando 0‘7(31 = a,(f,)n / 0'7(1721,”_1, para i = 1,2, e a igualdade b) do Lema 2.1, mostramos
Y
n,n ~
que 7 = —g——, 0 que completa a demonstracao. ]
Tnan—17n—l

Utilizando (4) e a relacdo de recorréncia de trés termos satisfeita pelos polinomios
{Q,(@O)}nzo, obtemos a seguinte conexao entre os coeficientes das relacoes de recorréncia de
trés termos dos polindmios Q,(IO) e Qg), para n > 0.

Corolario 2.1. Para n > 2, vale

A QW0 ()
@ ’

s B (o)

n—

3 Conclusoes

Obtivemos aqui resultados andlogos aos obtidos por Andrade, Costa e Sri Ranga em [1],
porém com uma abordagem diferente, considerando o problema inverso, e obtendo uma
nova representagao para os coeficiente 7,,. Mais do que isso, determinamos a medida na

qual os polinéomios da sequéncia {Q%O)}nzo sao L-ortogonais.
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