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Resumo. Neste trabalho, nós estabelecemos resultados de existência de soluções para uma
classe generalizada de equações dinâmicas de primeira ordem em escalas temporais. Os
resultados obtidos são generalizações de resultados considerados na literatura.
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1 Introdução

Aqui, nós estudamos a seguinte classe generalizada de equações dinâmicas de primeira
ordem

x∆(t) = f(t, x(t), x(σ(t)), t ∈ [a, b]T := [a, b] ∩ T (1)

sujeitas à condição inicial

x(a) = A (2)

onde x : [a, b]T → Rn é a função incógnita, A ∈ Rn é dado, T é uma escala temporal, isto
é, um subconjunto fechado e não-vazio de números reais, f : [a, b]T×Rn×Rn → Rn é uma
função dada, σ é uma função definida na próxima seção, e x∆(t) é a derivada delta de x
em t.

Resultados de existência de soluções para as equações (1) e (2) podem ser encontrados
em [1]. As soluções obtidas em [1] satisfazem a equação (1) ∆-quase todo ponto em [a, b)T
e x∆ é uma função Lebesgue ∆-integrável em [a, b)T.

Motivados por [2], nós estabelecemos resultados quantitativos para as equações (1)
e (2). Mais especificamente, nós obtemos generalizações dos teoremas [ [2], Theorem 4.7] e
[ [2], Theorem 4.8]. Nos resultados obtidos aqui, x∆ é uma função rd-cont́ınua em [a, b]T.

2 Preliminares

Nessa seção consideramos conceitos e resultados básicos utilizados no desenvolvimento
do presente trabalho.
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2.1 Escalas temporais

Definimos a função σ : T→ T como

σ(t) = inf{s ∈ T : s > t}

e a função ρ : T→ T como

ρ(t) = sup{s ∈ T : s < t}.

Estamos supondo que inf ∅ = supT e sup ∅ = inf T.

Seja µ : T→ [0,+∞) dada por

µ(t) = σ(t)− t.

Defina também Tκ como Tκ = T\(ρ(supT), supT]T se supT <∞ e Tκ = T se supT =∞.

Considere uma função f : T → R e t ∈ Tκ. Se existe ξ ∈ R tal que, para todo ε > 0
existe δ > 0 de modo que

| f(σ(t))− f(s)− ξ(σ(t)− s) | ≤ ε | σ(t)− s |

para todo s ∈ (t − δ, t + δ) ∩ T, diz-se que ξ é a derivada delta de f em t e denota-se
ξ = f∆(t).

Dada uma função f : T → Rn e t ∈ Tκ, diz-se que f é ∆-diferenciável em t se
cada função coordenada fi : T → R for ∆-diferenciável em t. Neste caso f∆(t) =
(f∆

1 (t), ..., f∆
n (t)).

A seguir enunciamos alguns resultados básicos do cálculo em escalas temporais. O
teoremas 2.1 enunciado abaixo pode ser obtido facilmente de [ [3], Theorem 1.16].

Teorema 2.1 ( [3]). Considere uma função f : T → Rn e t ∈ Tκ. Então, valem as
seguintes propriedades:

(i) Se f é ∆-diferenciável em t, então f é cont́ınua em t.

(ii) Se f é cont́ınua em t e σ(t) > t, então f is ∆-diferenciável em t. Além disso,

f∆(t) =
f(σ(t))− f(t)

µ(t)
.

(iii) Se σ(t) = t, então f é ∆-diferenciável em t se, e somente se, o limite

lim
s T−→ t

f(t)− f(s)

t− s

existe como um elemento de Rn. Neste caso,

f∆(t) = lim
s T−→ t

f(t)− f(s)

t− s
.
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(iv) Se f é ∆-diferenciável em t, então

f(σ(t)) = f(t) + µ(t)f∆(t).

Teorema 2.2 ( [3]). Sejam f, g : T → R diferenciáveis em t ∈ Tκ. Então o produto
fg : T→ R é diferenciável em t com

(fg)∆(t) = f∆(t)g(t) + f(σ(t))g∆(t) = f(t)g∆(t) + f∆(t)g(σ(t)).

Definição 2.1. Seja f : T→ Rn. Se F∆(t) = f(t), definimos a integral delta como∫ t

a
f(s)∆s = F (t)− F (a).

Denotaremos por Crd(T;Rn) o conjunto de todas as funções f : T→ Rn rd-cont́ınuas.

Definição 2.2. Uma função f : T → Rn é rd-cont́ınua se f é cont́ınua em cada ponto
t ∈ T tal que σ(t) = t e lims→t− f(s) existe e é finito em cada ponto t ∈ T tal que ρ(t) = t.

Observamos que cada função rd-cont́ınua é delta-integrável [ [3], Theorem 1.73].
Ao longo deste trabalho, se y, z ∈ Rn então 〈y, z〉 denota o produto interno Euclidiano

em Rn e ‖z‖ denota a norma Euclidiana de z em Rn.

2.2 Equicontinuidade

Definição 2.3. Seja E uma coleção de funções f : T→ Rn. Diz-se que E é equicont́ınuo
se para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

‖f(t)− f(s)‖ < ε

para toda f ∈ E e para cada t, s ∈ T satisfazendo | t− s |< δ.

Abaixo enunciamos o Teorema de Arzela-Ascoli.

Teorema 2.3 ( [4]). Considere um conjunto compacto K e uma coleção E de funções
f : K → Rn. Suponha que E seja equicont́ınuo e limitado na norma do supremo. Então
toda sequência de E possui subsequência que converge uniformemente em K.

2.3 Teorema do ponto fixo de Schäfer

A seguir nós enunciamos o Teorema do ponto fixo de Schäfer.

Teorema 2.4 ( [2]). Seja X um espaço de Banach e seja F : X → X cont́ınua e compacta.
Suponha que o conjunto

Γ = {x ∈ X : x = λF (x) para algum λ ∈ [0, 1)}

seja limitado. Então F tem pelo menos um ponto fixo.
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3 Resultados Principais

Os resultados de existência de soluções obtidos aqui para as equações (1) e (2) são
afirmados nos teoremas 3.1 e 3.2.

Seja C([a, σ(b)]T;Rn) o conjunto de todas as funções cont́ınuas f : [a, σ(b)]T → Rn.
Defina a função

F : C([a, σ(b)]T;Rn)→ C([a, σ(b)]T;Rn)

como

[Fx](t) :=

∫ t

a
f(s, x(s), x(σ(s))∆s+A, t ∈ [a, σ(b)]T. (3)

De acordo com o Lema 3.1 abaixo, pontos fixos de F serão soluções das equações (1) e (2).
O Lema 3.1 pode ser obtido de modo análogo ao Lema [ [2], Lemma 2.2].

Lema 3.1. Seja f : [a, b]T × Rn × Rn → Rn cont́ınua.

(i) Se x ∈ C([a, σ(b)]T;Rn) é uma solução das equações (1) e (2), então

x(t) =

∫ t

a
f(s, x(s), x(σ(s))∆s+A, t ∈ [a, σ(b)]T. (4)

(ii) Se x ∈ C([a, σ(b)]T;Rn) satisfaz a equação (4) então x∆ ∈ Crd([a, b]T;Rn) e x é uma
solução das equações (1) e (2).

No Lema 3.2 consideramos C([a, σ(b)]T;Rn) munido da norma

‖x‖0 := sup
t∈[a,σ(b)]T

‖x(t)‖.

De acordo com o Lema [ [2], Lemma 3.3], (C([a, σ(b)]T;Rn), ‖ ·‖0) é um espaço de Banach.

Lema 3.2. Considere o espaço normado (C([a, σ(b)]T;Rn), ‖·‖0) e seja F : C([a, σ(b)]T;Rn)→
C([a, σ(b)]T;Rn) a função definida na equação (3). Se f : [a, b]T×Rn×Rn → Rn é cont́ınua
então F é compacta.

Demonstração. Usaremos o Teorema de Arzela-Ascoli para verificar que F é compacta.
Assim, dada a sequência {xi} com ‖xi‖0 ≤ r, mostremos que a sequência vi := F (xi) é
limitada e equicont́ınua.

Seja
M := sup{‖f(t, p, q)‖ : t ∈ [a, b]T, ‖p‖ ≤ r, ‖q‖ ≤ r} <∞.

Temos

‖vi‖0 = sup
t∈[a,σ(b)]T

‖vi(t)‖

≤ sup
t∈[a,σ(b)]T

∫ t

a
‖f(s, xi(s), xi(σ(s))‖∆s+ ‖A‖

≤
∫ σ(b)

a
‖f(s, xi(s), xi(σ(s))‖∆s+ ‖A‖

≤ [σ(b)− a]M + ‖A‖.
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e assim {vi} é limitada.

Seja ε > 0 dado. Se t1, t2 ∈ [a, σ(b)]T segue que

‖vi(t1)− vi(t2)‖ ≤
∫ max{t1,t2}

min{t1,t2}
‖f(s, xi(s), xi(σ(s))‖∆s

≤M | t1 − t2 |
< ε

quando | t1 − t2 |< δ := ε
M . Dessa forma, {vi} é equicont́ınua.

O lema segue agora do Teorema de Arzela-Ascoli.

Teorema 3.1. Seja f : [a, b]T × Rn × Rn → Rn cont́ınua. Se existem constantes não-
negativas L e N tais que

‖f(t, p, q)‖ ≤ −2L〈q, f(t, p, q)〉+N, ∀t ∈ [a, b]T, p ∈ Rn, q ∈ Rn (5)

então as equações (1) e (2) tem pelo menos uma solução.

Demonstração. Utilizaremos o Teorema do ponto fixo de Schäfer. Considere o espaço
normado (C([a, σ(b)]T;Rn), ‖ · ‖0) e a famı́lia de equações

x = λFx, λ ∈ [0, 1) (6)

onde F : C([a, σ(b)]T;Rn)→ C([a, σ(b)]T;Rn) é definida em (3).

Seja λ ∈ [0, 1) tal que x ∈ C([a, σ(b)]T;Rn) é uma solução da equação (6). Assim,
x∆ : [a, b]T → Rn é rd-cont́ınua e x satisfaz as equações

x∆(t) = λf(t, x(t), x(σ(t))), t ∈ [a, b]T (7)

e

x(a) = λA (8)

Seja r(t) := ‖x(t)‖2 para todo t ∈ [a, σ(b)]T. Do Teorema 2.2 segue que

r∆(t) = 〈x(t) + x(σ(t)), x∆(t))〉

e do Teorema 2.1(iv) obtemos

〈x(t) + x(σ(t)), x∆(t)〉 = 2〈x(σ(t)), x∆(t)〉 − µ(t)‖x∆(t)‖2.

Logo,

r∆(t) = 2〈x(σ(t)), x∆(t)〉 − µ(t)‖x∆(t)‖2.

Além disso, de (5) temos que

‖λf(t, p, q)‖ ≤ −2L〈q, λf(t, p, q)〉+N, ∀t ∈ [a, b]T, p ∈ Rn, q ∈ Rn.
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Temos

‖x‖0 = ‖λFx‖0

≤ sup
t∈[a,σ(b)]T

∫ t

a
‖λf(s, x(s), x(σ(s))‖∆s+ ‖λA‖

≤ sup
t∈[a,σ(b)]T

∫ t

a
(−2L〈x(σ(s)), λf(s, x(s), x(σ(s)))〉+N)∆s+ ‖A‖

= sup
t∈[a,σ(b)]T

∫ t

a
(−2L〈x(σ(s)), x∆(s)〉+N)∆s+ ‖A‖

≤ sup
t∈[a,σ(b)]T

∫ t

a

(
− 2L〈x(σ(s)), x∆(s)〉+ Lµ(s)‖x∆(s)‖2 +N

)
∆s+ ‖A‖

= sup
t∈[a,σ(b)]T

∫ t

a

(
− Lr∆(s) +N

)
∆s+ ‖A‖

= sup
t∈[a,σ(b)]T

(−L[r(t)− r(a)] +N(t− a)) + ‖A‖

≤ L‖A‖2 +N [σ(b)− a] + ‖A‖.

Assim, do Teorema do ponto fixo de Schäfer conclúımos que F tem pelo menos um ponto
fixo. Portanto as equações (1) e (2) tem pelo menos uma solução.

Teorema 3.2. Considere uma função cont́ınua f : [a, b]T×Rn×Rn → Rn. Se existe uma
constante não-negativa K tal que

〈q, f(t, p, q)〉 ≤ K, ∀t ∈ [a, b]T, p ∈ Rn, q ∈ Rn

então as equações (1) e (2) tem pelo menos uma solução.

Demonstração. Usaremos o Teorema do ponto fixo de Schäfer. Considere o espaço nor-
mado (C([a, σ(b)]T;Rn), ‖ ·‖0) e a famı́lia de equações definida em (6). Seja x uma solução
das equações (7) e (8) para algum λ ∈ [0, 1) e seja r a função definida como na prova do
Teorema 3.1. Assim, para cada t ∈ [a, b]T,

r∆(t) = 2〈x(σ(t)), x∆(t)〉 − µ(t)‖x∆(t)‖2

≤ 2〈x(σ(t)), λf(t, x(t), x(σ(t)))〉
≤ 2λK ≤ 2K.

Logo, para cada t ∈ [a, σ(b)]T segue que

‖x(t)‖2 = r(t) = r(a) +

∫ t

a
r∆(s)∆s

= ‖x(a)‖2 +

∫ t

a
r∆(s)∆s

≤ ‖λA‖2 +

∫ t

a
2K∆s

≤ ‖A‖2 + 2K(σ(b)− a)
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e então ‖x‖20 ≤ ‖A‖2 + 2K(σ(b) − a). Do Teorema do ponto fixo de Schäfer segue que
F tem pelo menos um ponto fixo. Portanto as equações (1) e (2) tem pelo menos uma
solução.

4 Conclusões

Esse trabalho contribuiu para a teoria de escalas temporais. Mais especificamente,
obtém resultados quantitativos para uma classe generalizada de equações dinâmicas de
primeira ordem em escalas temporais. Diferente de [1], os resultados obtidos aqui não
impõem hipóteses como L supt∈T µ(t) < 1 ([ [1], Theorem 5]) e N(b − a) < 1 ([ [1],
Theorem 7]).
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