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Resumo. Neste trabalho, nds estabelecemos resultados de existéncia de solugdes para uma
classe generalizada de equagbes dinamicas de primeira ordem em escalas temporais. Os
resultados obtidos sao generalizagoes de resultados considerados na literatura.
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1 Introducao

Aqui, nés estudamos a seguinte classe generalizada de equactes dindmicas de primeira
ordem

2 (t) = f(t,z(t),z(c(t)), t€[a,blr:=][a,b)NT (1)
sujeitas a condicao inicial
z(a) = A (2)

onde z : [a,bly — R™ é a fungao incégnita, A € R™ é dado, T é uma escala temporal, isto
é, um subconjunto fechado e nao-vazio de nimeros reais, f : [a, bl X R” x R" — R™ é uma
funcao dada, o é uma funcao definida na préxima secao, e z2(t) é a derivada delta de =
em ¢.

Resultados de existéncia de solugoes para as equacoes (1) e (2) podem ser encontrados
em [1]. As solugoes obtidas em [1] satisfazem a equacao (1) A-quase todo ponto em [a, b)T
e z2 é uma funcao Lebesgue A-integravel em [a, b).

Motivados por [2], nés estabelecemos resultados quantitativos para as equagoes (1)
e (2). Mais especificamente, nés obtemos generalizacoes dos teoremas | [2], Theorem 4.7] e
[ [2], Theorem 4.8]. Nos resultados obtidos aqui, 2 é uma funcio rd-continua em [a, b]r.

2 Preliminares

Nessa secao consideramos conceitos e resultados bésicos utilizados no desenvolvimento
do presente trabalho.
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2.1 Escalas temporais

Definimos a fungao ¢ : T — T como
o(t)=inf{s e T:s >t}

e a fungdo p: T — T como
p(t) =sup{s € T:s <t}
Estamos supondo que inf() = sup T e sup® = inf T.

Seja g : T — [0, +00) dada por

wu(t) =o(t) —t.

Defina também T* como T = T\ (p(sup T),sup T]t se sup T < oo e T# = T se sup T = oo.
Considere uma funcao f : T — R e t € T*. Se existe £ € R tal que, para todo € > 0
existe 0 > 0 de modo que

| fla(t)) = f(s) =&(o(t) —s) | < efa(t) —s|

para todo s € (t — d,t +6) N'T, diz-se que £ é a derivada delta de f em ¢ e denota-se
£=f2().

Dada uma funcao f : T — R™ e t € T%, diz-se que f é A-diferencidvel em t se
cada funcdo coordenada f; : T — R for A-diferencidvel em t. Neste caso f2(t) =

(FE (), s f2 (1))
A seguir enunciamos alguns resultados béasicos do cédlculo em escalas temporais. O
teoremas 2.1 enunciado abaixo pode ser obtido facilmente de [ [3], Theorem 1.16].

Teorema 2.1 ( [3]). Considere uma funcao f : T — R™ et € T". Entao, valem as
sequintes propriedades:

(i) Se f é A-diferencidvel em t, entdo f é continua em t.

(i1) Se f € continua em t e o(t) > t, entdo f is A-diferencidvel em t. Além disso,

(iii) Se o(t) =t, entao f é A-diferencidvel em t se, e somente se, o limite

i 10 = ()

s Tt t—s
existe como um elemento de R™. Neste caso,

fA(t) — lim f(t) - f(S)

Tt t—s
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(iv) Se f é A-diferencidvel em t, entdo
Fla(t)) = F() + p(&) f2 ().

Teorema 2.2 ( [3]). Sejam f,g : T — R diferencidveis em t € T*. Entdo o produto
fg: T — R € diferencidvel em t com

(f9)2(t) = F2)g(t) + f(o(8)g™ (1) = f(D)g™ (1) + f2(D)g(o (D).

Definigao 2.1. Seja f: T — R™. Se FA(t) = f(t), definimos a integral delta como

/ f(s)As = F(t) — F(a).

Denotaremos por C,4(T;R™) o conjunto de todas as fungdes f : T — R”™ rd-continuas.

Definicao 2.2. Uma funcio f : T — R™ € rd-continua se f é continua em cada ponto
t €T tal que o(t) =t elim,_,,— f(s) existe e € finito em cada pontot € T tal que p(t) = t.

Observamos que cada funcao rd-continua é delta-integravel [ [3], Theorem 1.73].
Ao longo deste trabalho, se y, z € R™ entao (y, z) denota o produto interno Euclidiano
em R" e ||z|| denota a norma Euclidiana de z em R".

2.2 Equicontinuidade

Definicao 2.3. Seja E uma cole¢do de funcgoes f : T — R™. Diz-se que E € equicontinuo
se para todo € > 0 existe § > 0 tal que

1) — f(s)ll <e
para toda f € E e para cada t,s € T satisfazendo |t — s |< J.
Abaixo enunciamos o Teorema de Arzela-Ascoli.

Teorema 2.3 ( [4]). Considere um conjunto compacto K e uma colegio E de fungies
f: K — R" Suponha que E seja equicontinuo e limitado na norma do supremo. Entdo
toda sequéncia de E possui subsequéncia que converge uniformemente em K.

2.3 Teorema do ponto fixo de Schifer

A seguir nés enunciamos o Teorema do ponto fixo de Schéfer.

Teorema 2.4 ( [2]). Seja X um espago de Banach e seja F : X — X continua e compacta.
Suponha que o conjunto

F={xe€ X :2=\F(x) para algum X € [0,1)}

seja limitado. Entdo F tem pelo menos um ponto fizo.
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3 Resultados Principais

Os resultados de existéncia de solugbes obtidos aqui para as equagoes (1) e (2) sao
afirmados nos teoremas 3.1 e 3.2.
Seja C([a,o(b)]T; R™) o conjunto de todas as funcoes continuas f : [a,o(b)]r — R™.
Defina a funcao
F:C([a,o(b)]T;R") = C([a,o(d)]T; R™)

como

/fs 2(s), 2(0()As + A, ¢ € [a,0(b)]r. (3)

De acordo com o Lema 3.1 abaixo, pontos fixos de F' serao solugoes das equagoes (1) e (2).
O Lema 3.1 pode ser obtido de modo andlogo ao Lema [ [2], Lemma 2.2].

Lema 3.1. Seja f : [a,b]r x R” x R" — R" continua.

(i) Se x € C([a,o(b)]T;R™) € uma solugdo das equagies (1) e (2), entdo
/ F(s,2(s),2(0(s)As + A, 1€ [a,0()]r. ()

(i) Se x € C([a,o(b)|T;R") satisfaz a equagio (4) entdo 2> € Cry([a, blT; R™) ez € uma
solugdo das equagoes (1) e (2).

No Lema 3.2 consideramos C([a, o (b)]r; R™”) munido da norma

[z]lo == sup [lz(t)]].
t€la,o(b)]r
De acordo com o Lema [ [2], Lemma 3.3], (C([a, o (b)]T; R™),||-|lo) é um espago de Banach.
Lema 3.2. Considere o espago normado (C([a, o (b)|T; R™), [|-]lo) e seja F : C([a, o(b)]r; R™) —
C([a,o(d)]T; R™) a fungdo definida na equagdo ( ). Se f:]a, bl xR"xR"™ — R™ € continua

entao F € compacta.

Demonstragdo. Usaremos o Teorema de Arzela-Ascoli para verificar que F' é compacta.
Assim, dada a sequéncia {z;} com ||z;||[o < r, mostremos que a sequéncia v; := F(z;) é
limitada e equicontinua.

Seja
M = sup{[|f(t,p,@)|| : t € [a,b]r,[[pll < r gl <7} < oo.
Temos
[villo =" sup  [lvi(t)]]
tea,o(b)]T
< sup / (s, 2i(5), w51 As + 1A
te[a o(d)|r

o(b)
S/ 1f (s, zi(s), zi(o(s))[[As + || A
< [o(b) —a]M + | A].
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e assim {v;} é limitada.
Seja € > 0 dado. Se t1,t2 € [a,0(b)]T segue que
max{t1,t2}

[vit1) — vi(t2)[| < / [1f (s, wi(s), zi(o(s))[|As

min{ti,t2}
<M |t —ts |
<€

quando | t; —t2 |[< d := 57. Dessa forma, {v;} é equicontinua.
O lema segue agora do Teorema de Arzela-Ascoli. O

Teorema 3.1. Seja f : [a,b]yr X R” x R™ — R™ continua. Se existem constantes nao-
negativas L e N tais que

1f(t,p, @)l < —2L{q, f(t,p,q)) + N, Vte&|a,br,pcR" gecR" (5)

entdo as equagoes (1) e (2) tem pelo menos uma solugdo.

Demonstragao. Utilizaremos o Teorema do ponto fixo de Schéfer. Considere o espaco
normado (C([a,c(b)]T;R™), | - ||0) e a familia de equagoes

x=AFz, Xe€][0,1) (6)
onde F : C([a,o(b)|r;R™) — C([a,o(b)]T; R™) é definida em (3).

Seja A € [0,1) tal que x € C([a,o(b)]T;R™) é uma solugao da equagao (6). Assim,

2 : [a, bl — R™ é rd-continua e x satisfaz as equacdes

22(t) = Af(t,x(t), 2(a(1)), ¢ € [a,blr (7)

xz(a) = AA (8)

Seja r(t) := ||x(t)||? para todo t € [a,o(b)]r. Do Teorema 2.2 segue que

r2(t) = (a(t) + z(o(1), 22 (1))

e do Teorema 2.1(iv) obtemos

(@(t) +z(o (1), 22 (1) = 2x(o(1)), 22(1)) — p(®) |z (1))

Logo,

Além disso, de (5) temos que

IAf(tp, @)l < =2L{g, \f(t,p,q)) + N, Vt € [a,b]r,p € R", g € R".
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6
Temos
lzllo = IIAFz]lo
t
< swp / INf(s,2(5), 2(0(5)) | As + [AA]
t€la,o(b)r Ja
t

< sup /(—2L<3«“(0(8))aAf(svfﬂ(S)afC(J(S))»+N)AS+||A||

tela,o(b)]r Ja

= s [ (<2Lalo(5), 52 () + N)As + 4]
tela,o(b)]r Ja

< s / t (— 2L{x(0(5)), 2 () + Lu(s) | ()2 + N)As 14

tela,o(b

t
= sup /<—LTA(S)+N>A8+\AH
r Ja

tela,o(b

= sup (=L[r(t) —r(a)] + N(t —a)) + ||A]
tela,o(b)]T

< LI AJ? + Nio(b) — a] + || A]l.

Assim, do Teorema do ponto fixo de Schéfer concluimos que F' tem pelo menos um ponto
fixo. Portanto as equagoes (1) e (2) tem pelo menos uma solugao. O

Teorema 3.2. Considere uma funcao continua f : [a, bl X R™ x R™ — R"™. Se existe uma
constante nao-negativa K tal que

(¢, f(t,p,q)) < K, Vte[ablr,peR" ¢eR"
entao as equagoes (1) e (2) tem pelo menos uma solugao.

Demonstragao. Usaremos o Teorema do ponto fixo de Schéafer. Considere o espaco nor-
mado (C([a,o(b)]T; R™),||-]l0) e a familia de equagoes definida em (6). Seja x uma solugao
das equagoes (7) e (8) para algum A € [0,1) e seja r a fungao definida como na prova do
Teorema 3.1. Assim, para cada t € [a, b]T,

r2(t) = 2((o (1), 22 (1)) — u(t) 2> ()]
< 2(x(o(t), Af(t, 2(t), 2(a(t))))
< 20K < 2K.

Logo, para cada t € [a,o(b)|T segue que
t
le(®)]2 = r(t) = r(a) + / 5 () As
t
= Jle(@)]? + / A (s) As

t
< |IAAJ? +/ 2K As

< [|AI* + 2K (a(b) — a)

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0033 010033-6 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0033

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

e entdao [|z||2 < [|A|?> + 2K (0(b) — a). Do Teorema do ponto fixo de Schifer segue que
F tem pelo menos um ponto fixo. Portanto as equagoes (1) e (2) tem pelo menos uma
solucgao.

O

4 Conclusoes

Esse trabalho contribuiu para a teoria de escalas temporais. Mais especificamente,
obtém resultados quantitativos para uma classe generalizada de equagoes dinamicas de
primeira ordem em escalas temporais. Diferente de [1], os resultados obtidos aqui nao
impoem hipéteses como Lsup;cp p(t) < 1 ([ [1], Theorem 5]) e N(b —a) < 1 ([ [1],
Theorem 7]).
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