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Resumo. Neste trabalho usaremos uma série de desigualdades de energia padrao para
implementar um refinado argumento do tipo LP? — L9, visando obter, de uma forma relati-
vamente curta, a derivacdo da seguinte estimativa fundamental na norma do sup:

||u("t)HL°°(R") S K(n7p)||u0||lzp(]1§n)ta7 Vit> 07

onde p = % m, para solugoes da equagao de advegao-difusao

duplamente nao linear regularizada

U + div(f(x,t,u)) = div(|u‘0‘|Vu|Bvu) +nAu,

e o =

quando f atende a determinadas condigGes, expostas no texto a seguir.

Palavras-chave. Equagoes Diferenciais Parciais, Equagoes de Evolugao, Equagoes Pa-
rabdlicas, Estimativas para a norma do sup, Solugoes Globais.

1 Introducao

Consideraremos o problema regularizado

{ up + div(f (z,t,u)) = div(]u]a]Vu\5Vu) +nAu, zeR" t>0,

u(-,0) =ug € LP(R™) N L®(R™), (1)

onde n > 0 estd fixo e 1 < pg < o0 é dado; « e B sao constantes, com o, 3 > 0e a+ 3 > 0;
e a funcao f(z,t,u) satisfaz |f(z,t,u)] < B(T)|u|"™, para k > 0,V 2 € R", t > 0,

u € R, (B(T) < oo denota a variagio de f(z,t,u) em R", e controla o tamanho de suas
derivadas) e a condigao de estabilidade

ﬁ:uaf(m,t,u) >0, (2)
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e apresentaremos as ideias que permitem obter para suas solucoes a seguinte estimativa
fundamental na norma do sup:

Hu('>t)”L°°(R”) < K(n7p)||u0Hl[)/p(]Rn)t_a7 Vi> Oa (3)

bem como estipular os valores de p e o para os quais a estimativa é valida.

A existéncia de solugao suave para o problema regularizado (1) em um determinado in-
tervalo [0, 7)) é garantida pela teoria geral de equagoes parabdlicas (ver, por exemplo, [6])
Estimativas do tipo (3) podem também ser obtidas por outros métodos, como desigualda-
des de Sobolev logaritmicas ou técnicas de Fourier Splitting (ver, por exemplo, [3] e [8])
As ideias apresentadas neste trabalho podem ser vistas com mais detalhes, por exemplo,
em [1], onde estao aplicadas a uma equagdo um pouco mais simples; em [2] e em [5].

A seguir, enunciaremos os principais resultados a serem percorridos no caminho de se
obter (3), além de dar uma breve ideia de cada demonstracao.

2 Resultados

O primeiro resultado a ser apresentado diz que a norma L7 das solugdes suaves u(-,t)
decresce, & medida que t cresce.

Teorema 2.1. Seja u(-,t) € L>([0,7T], L>°(R™)) solu¢io suave do problema (1), para
algum 0 < T < Ty, onde flz,t,u) satisfaz a condi¢io (2). Entao, para cada py < q < oo,
vale

Hu('7t)HLq(Rn) < ||u0HLq(Rn), VOo<t<T.

Ideia da prova: Consideramos pg < g < oo e, para é > 0, R > 0e 0 < € < 1 dados,
multiplicamos a equacao em (1) por ®(u).(r(x), onde ®5(u) é a funcao auxiliar definida
por ®s5(u) := u?, se ¢ = 2; ou Pys(u) = (L(;(u))q, se ¢ > 2, onde Ls(u) := fOUS’(%)dv e
S(v) é tal que S'(v) > 0 Vv, S(0) =0e S(v) = sgn(v),|v] > 1; e (r(x) é a fungao de corte
definida por Cg(z) i= e—sVIHel _ e=eVI+R? g 2] < R; ou (g(z) := 0, se |z| > R.

Apés integrar a equacao resultante

D% (u) u Cr(z) + O(u) div(f(m,t,u)) Cr(z) =
= O (w) p(t) div (|ul* |Vl Vu) (r(z) + () n Aulgr(z)

sobre R" X [to,t], com 0 < tg < t < T, rearranjar adequadamente os termos, e efetuar as
passagens ao limite com § — 0 e R — 00, chegamos a

U.(t) < U.(0) + £ C1(T) /O U.(r)dr + & Co(T) /O w(r) Uo(7) dr. (4)

onde U.(t) := [gn |u(z,t)|T eV LHel® gy, para g > 2, e C1(T), Co(T) sdo constantes de-
pendentes apenas de n, 7, B(T') e M(T), com M(T) > [[u(:,#)||pec(gny V0 <t < T
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Ao aplicar o Lema de Gronwall a (4) e passar ao limite com £ — 0, obtemos
lul, Ol La@ny < w0l pagny, VO<t<T,

para ¢ satisfazendo a ¢ > 2 e pg < ¢ < .
Entao, simplesmente fazendo ¢ — 0o, concluimos que

[u( )l oo @ny < MUl 0l poony, VO <t <T.

A demonstragdo para o caso 1 < ¢ < 2 segue os mesmos procedimentos, porém deve-se
efetuar a passagem ao limite com § — 0 por dltimo. [

A desigualdade indicada no Lema 2.1 serd utilizada adiante para derivar estimativas
de controle para a solugao.

Lema 2.1. Seja u(-,t) € L72 ([0,00), L°(R™)) solugdo suave do problema (1). Se f(x,t,u)

loc

satisfaz a condic¢ao (2), entao, ¥V 0 < tg <t e~y > 0, podemos obter a sequinte desigualdade:
¢
(t = t0)"|Jul )| Laeny + 2 (2 = 1) / (r—to)? / Ju(w, )| |V, )| da dr <
to Rn

<7 [ =t e (5)

0

Ideia da prova: O Lema 2.1 tem demonstracao similar ao Teorema 2.1, mas no inicio
multiplicamos a equagdo em (1) por (¢t —to)”.®5(u).Cr(z), onde o expoente 7 deve ser
adequadamente escolhido mais tarde. []

O proéximo resultado indica que a norma L? da solucao, em um intervalo de tempo,
pode ser controlada por uma norma mais baixa, computada na extremidade esquerda do
intervalo.

Teorema 2.2. Seja u(-,t) € L7 ([0,00), L°(R™)) solugdo suave do problema (1). Se

loc
flz,t,u) satisfaz a condigao (2), entdo podemos obter:

Hu('at)HLq(Rn) < Kq(na «, B)Hu('at())HZq/z(Rn)(t - tO)_Cr? (6)
_ a(B+2)+n(a+p) _
onde p = W eo= m, para qualquer ty <t e 2py < q < 0.

Ideia da prova: Comegamos definindo w(-,t) € LY*(R"™) N L>°(R") por
w(z,t) == ‘u(m,t)‘/\l, VaeR" V>0,

onde \; > 1 ewu € LP(R™) é solucao do problema (1), com f(z,t,u) satisfazendo a condigao
(2). Com o objetivo inicial de reescrever a equacao (5) em termos de w, ao analisar o 2°
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4
termo, somos levados a escolher A\; = q(gfgf . Ao reescrever a equagao (5) em termos de
w encontramos
A (8+2) )(B +2)/ B+2
t—to)||w(-,t T -1 —= —tp) )| Vw(- ")
(=10 B sy + 10 =D (g ) [ =l [Tt e
t
—1 A
< V/t(T_tO)’y Hw('77—)HL)‘(R”) dTa (7)
0
onde A = 2842 ¢ tomado de forma que (-, )] = lw(-, )|} Vit>0
q+a+pB La(R™) P YNLA(R™) :

A seguir, usamos em (7) a seguinte desigualdade de interpolacdo do tipo Sobolev-
Nirenberg-Gagliardo (SNG):

loC )l ey < C Nl LGy IV )Gy ¥ w0 € CART), (8)

onde 0 <6<1,er,sepsatisfazemal <s<r<oo,1 Spgoo,e%: (%—%)0—}—(1_9).
(mais sobre essa desigualdade pode ser encontrado, por exemplo, em [4] ou em [7]). Com

os valores 7 = \, s = % e p= (8 +2), a desigualdade (8) toma a forma

(-, Ol gy < C w30 gy V0D 42

onde 0 = n(gtath)
ng+q(B+2)+2n(a+p) . .
Ap6s alguns procedimentos, incluindo o uso do Teorema 2.1 e a escolha de v como
2
v = %, obtemos
N (}3 92))(B;r>\2) 1
T _
oDl gy < Ky, 0,8 e, to)l g™ (6—t0)! . 9)
Ao reescrevermos o lado esquerdo de (9) em termos de u, obtemos a expressao desejada
1/ 1-0)(8+2 -1
(6), com Ky(n,a, B) = (Kl(q7n7a76)) L= % €0 = VT = m- O

Por fim, e como resultado principal, mostramos que para todo t > ty a norma L da
solugédo é majorada por uma fungao positiva, que decresce a medida que ¢ aumenta.

Teorema 2.3. Seja u(-,t) € L5 ([0,00), L°(R™)) solu¢do suave do problema (1). Se
flz,t,u) satisfaz a condi¢ao (2), entdao podemos obter:

Hu(a t)”Loo(Rn) < K(?’L, a, 67 Q)Hu(a tO)HZq(Rn)(t - tO)_U> (10)

2
para qualquer tg <t e 2py < q < 00, onde p = % eog= m.

Quando to = 0, (10) se torna a estimativa desejada (3). Além disso, vale ressaltar que
os valores de p e o apresentados no Teorema 2.3 sao compativeis com andlise de escalas.

Ideia da prova: Para provar (10), usamos um procedimento iterativo: buscamos esti-
mar [u(-,t)|| o (gn) nUm instante ¢, com 0 < to < t, em termos de um valor conhecido
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u(-, t0) | p(gny, onde u € N ara isso, tomamos m > 1 fixo e estima-
,t0) zo(gny> ond LP(R™) N L>®(R™). Para isso, t 11 ti
mos 1n101almente lu(-, tm = t)H [2mp(rny €M termos de um tempo anterior ¢p,—1 na norma

(m—1)
L?™ 7P, Depois, estimamos ||u(:,t,,_ DIl 20m-1),, p(ny O termos de um tempo anterior

tm—2 na norma 2" p , e assim sucessivamente, até chegar ao instante de tempo inicial
to. Ao proceder dessa maneira conseguimos estimar [u(-,¢)|| 2mpgn) em termos do valor
conhecido [[u(-,0)[|»rn), € entao podemos obter o resultado desejado ao fazer m — oo.

Para m > 1 fixo, particionamos o intervalo de tempo (tp,t) em partes disjuntas e
sequenciais, fazendo:

£ = to + 27 (t — to);
tm =M L —2)t—ty), V1<i<m—1; e
m) _ =t (1 — 2yt —tg) =t
Cosidere inicialmente ¢ = 2™ (p). Pelo Teorema 2.2, para qualquer tgp < t e 2p < ¢ < 00,

é valida a estimativa
a(B+2)+n(a+B)

< Ky(n,a, B) |lu(-, to)] Zg@;&tj"(”m (t—t )q(ﬁ+2)lgn(a+ﬁ>, (11)
(m)

Usando (11) para estimar \\u(-,t%l))\\L2mp(R7l) em termos de |lu(-,t,,”

Jul, 1) HLq(Rn)
1) HLz(mfl)p(Rn)v ob-
temos

< 2" p(B+2)+n(a+B) )
2Mp(B+2)+2n(a+8) (t

LQ(m 1);7 Rn)

SN L2ty g

(m)_t(m)l) (rmraimemTs)
m— .

et )| o gy < Ko [, )| (r
)

(m)

A seguir usamos (11) para estimar |lu(-,t em termos de t,,"’,

Repetindo esse procedimento para cada 1 < ¢ < m, chegamos a

e 620y < LT (st g (2 =) s =) ).
- (12)
onde Ag:=1;V 1<i<m—1 tem-se A; := [['_} (j;”j%;?:ﬂ&%); e V1<i<m,
B; := H;n:m-i-l—i (2%7%52?:22)):2%&1@))'

O préximo procedimento é analisar o comportamento de cada um dos fatores que
compdem o lado direito de (12), quando m — oo.

AT —— -A7n7i : A 3
Analisando | | t — to)) (21P<ﬁ+2)+2”<a+5) ) ao m — 0o, descobrimos que a poténcia
=1
_ . n : , .
de (t — to) se torna S(Br2yn(arg): OU Seja, 0, e que a constante é finita.

Ao efetuar a passagem ao limite com m — oo no expoente By, que aparece em (12),
P(8+2)

2(B+2) tnatg) due ¢ o valor esperado para p.

descobrimos que lim,, oo By, =
Finaliza-se a demonstracdao mostrando, com algum trabalho, que ao fazer m — oo o

m
produtério H K Z-A ™" que aparece em (12) é finito. [J
i=1
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3 Conclusoes

Sobre as solugdes do problema (1), onde f(z,t,u) satisfaz a condicao (2), apresentamos
no Teorema 2.1 um resultado de decrescimento da norma L? da solucao u(-,t), para cada
p<g<xeV0<t<T<T, Como consequéncia direta daquele resultado, podemos
concluir que a solugao é global (ou seja, é definida para todo t > 0). A estimativa de
decrescimento (3), nosso principal resultado, é obtida no Teorema 2.3. Como resultado
final, como a solucao é definida para qualquer ¢ > 0, podemos concluir, usando os Teoremas
2.1 e 2.3, que a solucao vai a zero ao t — o0.
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