Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

Trabalho apresentado no CNMAC, Gramado - RS, 2016.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied
Mathematics

Sequencias: Intervalares e Fuzzy

Gino Gustavo Maqui Huamén!

Departamento de Matematica Aplicada, UNESP, Sao José do Rio Preto, SP
Ulcilea Alves Severino Leal?

Universidade Federal do Triangulo Minero, UFTM, Iturama, MG
Geraldo Nunes Silva’

Departamento de Matematica Aplicada, UNESP, Sao José do Rio Preto, SP

Resumo. Este trabalho apresenta um dos conceitos elementares da andlise intervalar e
da matematica fuzzy, objetivando-se mostrar aplicacoes e implicagoes das aritméticas inter-
valares no contexto fuzzy. Neste contexto, serd apresentado sequéncias intervalares, con-
vergéncia e suas propriedades, e posteriormente, estendidas no contexto fuzzy. Além disso,
sera exemplificado a influéncia das aritméticas intervalares no principio de extensao de Za-
deh. Finalmente, serao estudadas as sequéncias de niimeros fuzzy.
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1 Introducao

A anadlise intervalar e a teoria dos conjuntos fuzzy sao disciplinas matematicas relativa-
mente novas, difundidas e criadas por R. E. Moore e L. A. Zadeh, respectivamente. Moore
com seu livro em andlise intervalar [7] em 1966 e Zadeh com seu original e influente ar-
tigo sobre teoria de conjuntos fuzzy [8] em 1965, estes trabalhos, com o passar do tempo,
mostraram uma conexao entre estas areas na matematica das incertezas. R.E. Moore
junto com seus colaboradores aportaram ao desenvolvimento da andlise no contexto in-
tervalar, comecando com a computacao cientifica, equacoes diferenciais, andlise funcional,
otimizacao global e algebra linear intervalar. Alguns destes resultados foram utilizados
no desenvolvimento da teoria Fuzzy, como também, resultados do contexto fuzzy foram
utilizados no contexto intervalar. Isto pode ser evidenciado em Interval and fuzzy analysis
o A unified approach de W. A. Lodwick [5], por outro lado a aritmética encontrada em
Moore [7] produz uma sobre-estimacao nos calculos, ver [3], fato que motivou o nosso inte-
resse em estudar outra estrutura algébrica intervalar e aplicar-a as sequencias intervalares
e fuzzy.
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2 Espaco Intervalar

Esta secao apresenta definicoes bésicas da andlise intervalar e algumas propriedades
destas, onde essas podem ser encontradas com maior detalhe em [7], [5], [6].

Definigao 2.1. (Magqui [6]) Chama-se de subespago intervalar prdprio real ao conjunto I C
P(R) de modo que os elementos de I sejam da forma [a,a] = {z € R;a < z <a}. Em geral,
diz que, I C P(R™) € o subespago intervalar proprio n-dimensional, sendo este definido
pelo produto cartesiano de m subespacos intervalares proprios reais, isto €, 1 x ... X I; os
—_———

n—wvezes
elementos deste conjunto sao denominados de vetores intervalares n-dimensionais e serao

denotados por uma n-upla intervalar do tipo (X1, Xo, ..., X,), onde X; € I, Vi =1,2,...,n.
Chama-se de Intervalo degenerado ao intervalo X = [a,@] € I onde a = a.

Definicao 2.2. (Lodwick [5]) Um intervalo A = [a,a], é o grafo de uma fungao real
AL(\,), onde:
AT(N\) = a+ M@ —a); Ao €[0,1] (1)

Estritamente falando, em (1) como os nimeros a e @ sao conhecidos, eles serao coefi-
cientes, enquanto A, esta variando entre 0 e 1. A’()\,) sera chamada de funcdo restricio
associada ao intervalo A. Para simplificar a notagao escreveremos A, A\1, Ao, ... para denotar
aos parametros associados a cada intervalo. Assim a representacao paramétrica restrita
de um intervalo A sera:

A=la,al ={a(N) =a+ N(a—a); g €]0,1]}

Todo elemento A de I tem associado uma funcao restricao. Sobre o espaco I sao definidas
algumas aritméticas que, pelo geral, sao utilizadas nos contextos intervalares e fuzzy. Com
uma estrutura métrica neste espaco, o conceito de convergéncia de sequéncias intervalares
serao analisados.

2.1 Operagoes Aritméticas
Consideremos dois intervalos A = {a(A\1): A1 €[0,1]} e B = {b(A2) : A2 € [0, 1]},
entao:
A® B =C = [c,¢] ={a(A1) *b(X2) : A, Ay €0}
= {C T c= a()\l) * b()\g), AL, Ao € 5}
onde ¢ = min {c}, ¢=max {c}, 6 CR (2)
e x €{+,—, x,+}.

Defini¢ao 2.3 (Aritmética Intervalar Restrita - CIA). Dados A, B € 1 esta aritmética
fica determinada quando em (2) § = [0,1].

Definicao 2.4 (Aritmética Intervalar Standard - SIA). Dados A, B € 1 esta aritmética
fica determinada quando em (2) 6 = {0,1}.
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Definicao 2.5 (Aritmética Intervalar Restrita em Niveis Simples - SLCIA). esta aritmética
fica determinada quando em (2) A\i = XAy e 6 = [0, 1].
Definicao 2.6. Dados A, B € I a métrica de Pompeiu-Hausdorff € definida por H : IxI —
Ra', tal que:

H(A, B) = max{di(A, B),d1(B,A)},
onde, dy : I xI — R(T dado por:

d1(A, B) = sup ds(a, B)
a€A

€ uma quase métrica, e ds : R x I — Rg € dado por

da(a, B) = l}glg ds(a,b)

com ds distancia euclideana.

Equivalente a esta métrica tem-se a métrica d, onde dados A, Bl ,d:I1x1— R(T é
definida por:

d(A,B) = Jnax [A(A) =B,

onde A()), B(\) sao as fungoes restrigao associadas a A e B, respectivamente, ver (Chalco-
Cano, et al. [4] ).

Definicao 2.7. (Maqui [6]) Seja 1 o espaco intervalar proprio. Uma sequéncia em 1 é
uma aplicacao ¢ : N — 1. Onde, ¢ € denotada por:

(An); (An)neN ou (A07A17A27~-')
e Ay, :=p(n) € o n-ésimo termo da sequéncia p = (Ag, Ay, Aa, ...).
Definicao 2.8. (Maqui [6]) Dada uma sequéncia de nimeros intervalares (Ay); A, € 1,¥n
(ndo necessariamente mondtona), diz-que A, converge para o nimero intervalar A, e

escreve-se A = lim A,,, quando para cada € > 0 dado arbitrariamente, for possivel obter
um nimero ng € N tal que H(A,, A) < €, sempre que n > nyg.

-

Proposicao 2.1. (Maqui [6]) A sequéncia de nimeros intervalares (Ay) € convergente
se, e somente se, (A,) € convergente nivel a nivel. Isto é, a sequéncia (Ay) € convergente
nivel a nivel se, e somente se A, (\) € convergente para cada X € [0,1].

3 Preliminares da Légica e Matematica Fuzzy

A seguir, apresenta-se conceitos fundamentais, ver [1], [3], para o desenvolvimento de
conceitos basicos sobre conjuntos fuzzy utilizando o conceito de a-nivel.

Definicao 3.1. (Barros e Bassanezi [1]) Seja U um conjunto cldssico; um subconjunto
fuzzy I de U € caracterizado por uma fungao

,U,F:U—>[O,1]

pré-fizada, chamada funcao de pertinéncia do subconjunto fuzzy F. Assim, ao falar sobre
conjunto um fuzzy simplesmente serd mencionada a sua funcao de pertinéncia para referir-
se ao conjunto.
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3.1 Niveis de Conjunto Fuzzy

Definicao 3.2. (Chalco et al. [3]) Seja pu: R™ — [0,1] e a € [0, 1]. Define o a-nivel de p
como o conjunto:
[ ={z e R": pu(x) > a}, a>0.

Além disso, o Suporte []® de um conjunto fuzzy p € definido por:

supp(p) = [p]” = {w € R" : p(w) > a}.

Defini¢ao 3.3. (Chalco et al. [3]) Dado um conjunto fuzzy u em R, diz-que:

1. p é compacto, se [u]® € compacto para todo o € [0, 1];

«

2. p € convexo, se [u]* € convexo para todo o € [0,1];

3. p € normal, se existe x € R tal que p(x) = 1.
Denota-se por:
e F(R) a familia de conjuntos fuzzy compactos e normais.

e F1(R) a familia de conjuntos fuzzy compactos, convexos e normais, cujos elementos
chamaremos de nimeros fuzzy.

3.2 Operacgoes Algébricas sobre F(R")

Observe que, se ui,pus € F(R™), entao as operagoes algébricas usuais entre fungoes
nao sao adequadas sobre F(R™). Por exemplo, se somar p; e pug ponto a ponto, poderia
ocorrer que:

(11 + p2)(z) = pi(z) + po(z) € [0,1].

Visando superar essa situacao utiliza-se o chamado principio de extensao de Zadeh, como
definido a seguir:

Definicao 3.4. (Principio de extensdo de Zadeh)(Barros e Bassanezi [1]) Seja f : X1 X
Xo = Y uma funcdo. [ pode ser estendida ao contexto fuzzy por:

[ F(X) x F(X2) = F(Y)

onde:

: sup  pu(en) Apales) se fy) £ o
flpr, pe)(y) = § @rz2)ef~'(v)
se  fTHy)=¢

para cada y €Y.

Mesmo que, o Principio de extensao de Zadeh estenda o conceito de uma funcao apli-
cada a um subconjunto cldssico de X, em geral, o cdlculo de f é dificil de ser implementado
de maneira pratica. Nessa direcao, alguns pesquisadores tém desenvolvido métodos para
obter uma aproximacao para f, ver 3]
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Exemplo 3.1. Seja f : R — R definida por f(z) = ax +b com a # 0, pode-se obter

facilmente f : F(R) = F(R) definida por: f(u)(y) =l (yab> , Y e F(R).

Teorema 3.1. (Barros et al. [2]) Sejam [ : X — Z uma fungdo continua e p um subcon-
gunto fuzzy de X. Entdo para todo « € [0, 1] vale

F (] = F([1]).

Onde X, Z C R.Este resultado indica que os a-niveis do conjunto fuzzy, obtidos pelo
principio de extensao, coincidem com as imagens dos a-niveis determinado pela fungao
crisp. Contudo, obter f(,u) utilizando a aritmética intervalar standard traz um sério
inconveniente, o que acontece nos processos de cdlculo com intervalos e é conhecido como
efeito de sobrestimacao.

Exemplo 3.2. Considere o nimero triangular fuzzy p(1/2;1;3/2) onde:

o = [1+a 3—0[]'

[ 5 5

Para obter p? — 2, utiliza-se a fungao f: R — R definida por f(x) = 2® — 2z e a partir
dai obtém-se f(p) = pu? — 2.

s 11 5
Ao utilizar a SIA teremos que: [f(u)]° = [ ]

I
Agora, se fatorar a funcdo a ser estendida; isto é, f(z) = z(z — 2). Obtém a sua

R A 9 1
extensdo: f(u) = pu(p —2). Dessa forma, [f(u)]° = [—4, —4] . Isso gera uma dificuldade,

pois nao se sabe com qual tipo de expressao trabalhar. Nesse sentido, a proxima proposicao
mostra que, usar a SLCIA é vantajoso.

Proposicao 3.1. (Magqui [6]) Sejam A e B nimeros fuzzy com a-niveis dados, respec-
tivamente, por [A]* = [A,, Aa] € [B]* = [B,, Bal]. Entdo, utilizando a SLCIA valem as
sequintes propriedades:

1. [A+ B]* = [A]" + [B]*;
2. [5A]* = 6[A]°;

3. [A-B]* = [A]*- [B]%
4

B| B

:R

0 ¢ [Be.

Onde as operagoes do lado esquerdo sao operagoes entre conjuntos fuzzy e as do lado
direito operacoes entre intervalos. Considerando o exemplo anterior e aplicando a Teorema

3.1, tem que [f(p)]* = f([n]*) é uma funcao intervalar, e assim, ela pode ser descrita por:

) = f([”“,?"ﬂ):[mm ()Y, max (A

2 2 A€[0,1] A€0,1]
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onde fr([u]*) = <1;O‘ A —a)>2 9 <1;"‘ A —a)>

Destas tltimas expressoes se considerar o nivel zero obtém-se:

fry =1 (B gD - Lxen[&{v A i}’xr?[%ﬁ}{Az *A* i}} - {1’ ﬂ '

Assim, ao utilizar a SLCIA pode-se observar que mesmo fatorando a funcdo a ser
. 3
estendida, obtém-se o mesmo resultado. Ou seja, [f(u)]° = [—1, —4} independentemente

se f(r) = 2% —2x ou f(x) = z(x —2) e, isto é o que se espera quando a funcio é analisada
ponto a ponto.
Uma outra aplicagao imediata da SLCIA é a seguinte:

3.3 Sequéncias de Niumeros Fuzzy

Nesta parte sera apresentada o conceito de sequéncia de nimeros fuzzy e analisada a
sua convergéncia.

Definicao 3.5. (Magqui [6]) Uma sequéncia em Fr(R) é uma aplicagio A : N — Fr(R).
Denotada por:
(An)> (ATL)TLEN ou (Aﬂu Ala A27 )

Essas sequéncias serao chamadas de Sequéncias de Numeros Fuzzy, e a seguir, definir-
se-4 convergéncia das mesmas.

Definicao 3.6. Uma sequéncia de numeros fuzzy (An)nen € convergente se sua corres-
pondente sequéncia de a-niveis o €; isto €,

(Ap)neny — A € Fr(R) se, e somente se ([An]™)neny — [A]* €1

Proposicao 3.2. (Maqui [6]) Sejam (Ay,) e (Byn) sequéncias em Fr(R) tais que A, — A,
B, — B, A, B € Fi(R). Entao tem-se

a) A, £ B, — A+ B;
b) A, - B, — A B;

A, A
c) B — 5 bara todo B, e B 5 0.

Exemplo 3.3. Seja (Ap)nen uma sequéncia de niumeros fuzzy, tal que, sua sequéncia de
a-niveis € ([Ap]*)nen €

[Ap*=[-1-e"+(Q+eMa,l+e ™= (1+e")a].
Assim, ([An]*)neny — [-1+ a, 1 — a.

Exemplo 3.4. Seja (Ap)neny uma sequéncia de numeros fuzzy, tal que, a sequéncia de

1
a-niveis € ([An]*)nen € [An]* = [sen L +aa,l+e " — aa} onde a = 1+ ie*" —
1 ,
isen " E facil ver que ([An]®)neny — [-1+a,1 — af.

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0035 010035-6 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0035

4

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

Conclusoes

Neste trabalho foram apresentados alguns resultados sobre o Célculo Intervalar e al-

gumas aplicagdes no contexto fuzzy, mostrando assim uma forte relacao entre estas. O
presente estudo é de fundamental importancia para o desenvolvimento do calculo interva-
lar, das equagoes diferenciais intervalares e outras via SLCIA. Assim como, calculo fuzzy,
equacoes diferenciais fuzzy entre outras.

Agradecimentos

Os autores agradecem a CAPES e FAPESP pelo apoio.

Referéncias

[1] L. C. Barros e R. C. Bassanezi, Tépicos de légica fuzzy e biomatemética, Unicamp-
Imecc, (2006).

[2] L. C Barros, R. C. Bassanezi, and P. A. Tonelli. ”On the continuity of the Zadeh’s
extension.” Proceedings of the IFSA. Vol. 97. (1997).

[3] Y. Chalco-Cano, W. A. Lodwick, B. Bede and O. Jenkins, Spline approximation for
Zadeh’s extensions, International Journal of Uncertainty, Fuzziness and Knowledge-
Based Systems, World Scientific, (2008).

[4] Y. Chalco-Cano, W. A. Lodwick, and B. Bede. ”Single level constraint interval arith-
metic.” Fuzzy Sets and Systems 257, 146-168 (2014).

[5] W. A. Lodwick, Interval and fuzzy analysis: A unified approach, Advances in Imaging
and Electron Physics, Elsevier, (2007).

[6] G.G.Maqui Huamén, Introdugao & Analise Intervalar em Niveis Simples e Extensao
de Zadeh, Dissertagao de Mestrado, Unesp-Ibilce, (2014).

[7] R. E. Moore, Interval analysis . Vol. 4. Englewood Cliffs: Prentice-Hall, (1966).

[8] L. A. Zadeh, Fuzzy sets. Information and control, v. 8, n. 3, p. 338-353, (1965).

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0035 010035-7 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0035

