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Resumo. O modelo Black-Scholes permitiu simplificar a precificacao de ativos através
de uma solugao fechada. No entanto, o modelo partiu da premissas de volatilidade cons-
tante e retornos na forma log-normal, o que trouxe uma limitacao pratica diante dos dados
empiricos. O modelo de Heston propoe superar essa limitagao através de uma precificagao na
forma quase-fechada das opcoes. Nesse texto sdo apresentadas as principais caracteristicas
do modelo de Heston e a exemplificacdo de precificagdo por meio da simulagao de Monte
Carlo e na forma analitica para uma opgao tomando como base o preco da acao da Em-
braer negociada na bolsa de valores de Nova lorque. Palavras-chave. Modelo Heston,
Precificagdo de Opgdes, Empresa de Aviagao, Volatilidade.

1 Introducao

O modelo desenvolvido por Black-Scholes-Merton criou uma verdadeira revolugao nas
financas. A férmula de precificacdo de opgoes propostas trouxe a possibilidade de deter-
minar o valor de uma opc¢ao de maneira mais precisa. A grande contribui¢ao estava na
capacidade de produzir uma opgao de uma agao e também estimar seu valor. Em 1973,
Fischer Black and Myron Scholes mostraram a possibilidade de produzir uma opcao da
IBM contendo a mistura de acoes e fluxos de caixa dessa empresa. Para manter o preco
de opcao constante, o ajuste das opgoes requerem um ajustamento continuo em termos da
quantidade de agoes e do fluxo de caixa necessdrio. Essa descoberta revolucionou o ramo
das financas pois tornou-se possivel criar uma serie de opcoes contendo as variacoes de
risco desejado pelos clientes ao assumirem uma posi¢ao. Um importante aprimoramento
desse modelo foi desenvolvido por Robert C. Merton, essa contribuicao tornou o modelo
Black-Scholes mais consistente em suas premissas. Em seu livro Emanuel Derman, que
também contribuiu com Black no desenvolvimento do modelo Black-Derman-Toy, comenta
que era como se em um mundo repleto de hidrogénio e oxigénio, finalmente alguém desco-
briu como sintetizar a dgua [1]. Os negociadores de produtos financeiros passaram entao
a produzir opgoes a partir das acOes para serem vendidas no mercados financeiros, assim
como desconstruir as opgoes para vender as acoes nela contidas.

No entanto, os pregos das opgoes raramente seguem as previsoes da formula devido as pre-
missas que s@o necessarias. Assim, a volatilidade introduzida na formula de Black-Scholes
que produz o preco depende do preco strike e da expiracao da opcao. Se considerarmos
todas essas volatilidades implicitas passamos a ter uma superficie de volatilidade.Uma
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evolugdo mais recente no processo de precificacao de opgoes é o modelo de Heston que
assume que o preco de uma agao, .S; segue um processo estocastico do tipo Black-Scholes
porém com uma variancia v; que segue o processo proposto por Cox, Ingersoll e Ross [2].
Devido a essas caracteristicas o modelo de Heston é representado por um sistema bivariado
de equacoes diferenciais estocésticas [3]. Desse modo, uma ac¢ao que nao rende dividendos
e que possui volatilidade estocdstica pode ser expressa por:

dS; = ,LLtStdt + \/EStdWLt (1)
d’Ut = Oé(St,’Ut,t)dt + B(St,vt,t)dWZt (2)

com
dWl,tdW2,t == pdt (3)

onde S; representa o prego da acao e v; sua variancia.

O trabalho apresenta o modelo de Heston e uma exemplificacao de precificagao de
opcoes do tipo Européia baseado nos precos da Embraer com pardmetros constantes. Os
resultados sao entao apresentados na forma de simulacao de Monte Carlo e por meio da
precificacao analitica e finalmente discutidas as vantagens e limitagdes do modelo.

2 Modelo Heston

O modelo de Heston é um tipo de modelo de volatilidade estocédstica em que (S, vy, t) =
k(0 —vy) e B(Si, v, t) = oy/vr. Ele consistem em duas movimentos Brownianos correlaci-

onados.
dSt = MStdt + \/U>tStdW1,t (4)
d’l)t = KZ(@ — Ut)dt + UdeQ,t (5)

A primeira equacao consiste em um movimento Browniano Geométrico que representa
a evolucao do preco da acdo. A segunda equacao é um modelo Cox-Ingersoll-Ross [2] e
representa a evolugao da volatilidade. Dentre as varidveis encontradas no modelo temos 6
como o termo médio de v, k representa a velocidade da reversao, o é a volatilidade, vy é
a variancia instantanea e p representa a taxa de retorno de longo prazo.

Recomenda-se que o termo  deve seguir a condicido de Feller 2k6 > n?. Deve ser
observado que essa condicao é valida para processos de tempo continuo, mas como nesse
texto a simulacao foi realizada em tempo discreto ela servird apenas como forma de apro-
ximagao confome encontrado na literatura [3] e servird para garantir que a volatilidade
seja sempre positiva.

Considerando um cenario de neutralidade de risco, e seja x; = InSt, o modelo de
Heston pode ser expressa por:

1
dry = (T - 2vt> dt + /v dWT, (6)

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0120 010120-2 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0120

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

3
d’Ut = /<c(9 — ’Ut)dt + O'\/UdeWit (7)

com
dWT,dW5 = pdt (8)

onde K* =K+ Aef* = H+)\

Como os termos dW7'; e dWy, sao correlacionados eles possuem uma distribuigao nor-
mal multivariada com N (0, o) onde o é a matriz de variancia-covariancia. Nessa estrutura
uma call option cuja probabilidade tem sua maturidade no in-the-money, lembrando que
in-the-money representa a situagao que é possivel comprar uma acao abaixo do seu preco
de mercado, condicionada sob o log do preco da acao e ajustada com probabilidades de
risco neutro pode ser expressa por:

Fj(z,v,T;InK) = Prob(z(T) > InK|z; = z,v; = v)
O preco de uma call option do tipo Vanilla é definido como sendo:

C(S,v,t) = SF, —e "THDKF, (9)

onde os termos F; e F5 devem satisfazer a equacao diferencial parcial para j = 1, 2.

1 §°F §SF; 1 2 §%F 6F; . OF;
v)—2 — bjv —1 =0 10
Pk =R s v I URRTL o U DF il (10)
os parametros da equacao (10) séoulzé, Ug = — %,a-m@ bi=Kk+A—poeby=r+A

3 Estudo de Caso - Opgoes sobre as agcoes da Embraer

Para fins de exemplificacao do uso do modelo de Heston utilizamos como exemplo as
cotagoes das agoes da Embraer negociadas na Bolsa de Valores de Nova Iorque (NYSE). A
Figura la apresenta uma evolugao historica dessas cotacoes entre os anos de 2000 e 2015,
e a Figura 1b um detalhamento sobre o periodo de janeiro de 2015 até janeiro de 2016.
Esse recorte busca mostrar como o uso de opg¢oes podem proteger o investidor diante das
flutuacoes futuras.

A Figura 2 apresenta uma comparacao entre o desempenho das cotacoes da Embraer
e o indice SP&500.

As Figuras la, 1b e 2 apresentam o respectivamente o desempenho das acdes da Em-
braer ao longo do tempo negociadas na Bolsa de Valores de Nova Iorque (NYSE), e no
dltimo ano e sua comparagao com o indice SP&500 em termos da mudanga no prego.
Temos assim uma representacao que o movimento da acao estudada teve um desempe-
nho recente inferior a economia, o que pode-se visualizar uma oportunidade de estratégia
de hedge para o investidor. A escolha da empresa Embraer e dos valores negociados na
NYSE foram utilizadas devido a disponibilidade dos dados para exemplificar a aplicacao
do modelo Heston.
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Figura 2: Comparagao Embraer e SP&500

4 Metodologia

Na pesquisa foram consideradas duas séries, a primeira representando o preco da acao
e a segunda série representando a volatilidade. Foram entao precificadas trés call options
do tipo Europeia. Tem-se que k a média de reversao do CIR foi de 0.003, 8 é a variancia
de longo prazo definida como 0.04. A volatilidade foi de 0.009 e a varidncia inicial foi
definida em 0.04, bem como a taxa de curto prazo inicial como 0.015. Esses valores foram
definidos de maneira arbitraria para fins de exemplificacdo apenas.

Utilizamos para fins da simulagdo o preco inicial da agao no valor de 27,18 ddlares e
com base na serie historica da acao nos ultimos 12 meses estabelecemos a volatilidade dos
precos.

Consideramos entao o nimero de 100.000 simulacoes e uma frequéncia mensal para
um periodo de maturidade da opg¢ao de cinco anos. Os dados foram obtidos nas cotagoes
da Embraer no NYSE através do site Yahoo.com na area de finangas [4].

5 Resultados e Discussao
O modelo Black-Scholes possui a limitacao de considerar que a volatilidade é cons-

tante ao longo do tempo [5]. O dados financeiros reais podem demonstrar agrupamentos
de volatilidade, que se alternam entre altos e baixos e vice-versa. No mercado de ativos,
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quando o prego de uma agao cai sua volatilidade aumenta. A vantagem do modelo Heston
utilizado foi considerar a volatilidade como nao constante e inclui-la ao termo de cor-
relagao. Isso permitiu superar a dificuldade de ajuste dos parametros aos precos correntes
quando comparado com as opg¢oes do tipo Vanilla. Breeden e Litzenberger mostraram
que a densidade de risco neutro pode ser derivada a partir dos precos das opgoes do tipo
Européias [6]. No entanto, a demonstragdo que sob essa condi¢ao de risco neutro existe
um tunico processo de difusao com essa distribuicao foi apresentada posteriormente por
Dupire [7] e Derman e Kani [8] [5]. O modelo Heston pode ser considerado como uma
extensao do modelo Black-Scholes porém com uma modelagem de volatilidade na forma
de processo estocastico [9)].

Tabela 1: Resultados da Simulacao

Prego Stike | Pregco MC | Lim Inf. 95% | Lim Sup. 95% | Preco Analitico
40 6.50 6.39 6.60 6.58
27.18 10.27 10.14 10.39 10.37
12 18.02 17.88 18.17 18.13

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0120

Na Tabela 1, a coluna Preco MC representa os precgos estimados através da simulacao
de Monte Carlo e as colunas Lim.Inf. 95% e Lim.Sup.95% representam os intervalos de
confianca ao redor da estimacdo. A tultima coluna denominada de Preco Analitico mostra
os resultados fornecidos pela estimacao analitica utilizando o método Heston para uma
opcao do tipo Call. Percebe-se uma diferenca de 1,23%, 0,97%, 0,62% para os precos
strike de 40, 27,18 e 12 respectivamente. Ambas estimacoes através do modelo Heston
apresentaram resultados semelhantes, havendo um aumento no tempo de processamento
no caso da estimagcao por simulagao em 5.445 segundos, o que pode ser considerado pouco
representativo no estudo.

No contexto pratico, a volatilidade de reversdao e outras varidveis constantes nesse
estudo poderiam ser definidas de maneira dindmica para permitir novos ajustes no mo-
delo. Precisariam ser estimados os parametros: , 8,0, Vg, p, A. Pesquisas sugerem que os
parametros e suas estimativas nas series temporais sao diferentes [10], e, portanto, nao
podem ser estimadas diretamente [11]. Desse modo as vantagens e desvantagens das abor-
dagens metodoldgicas realizadas ficariam mais evidentes na situacao de calibracao dos
parametros, no entanto essa abordagem serd realizada em trabalhos futuros.

Pode-se resumir que as principais vantagens do modelo de Heston sao:

e A forma semi-fechada de solucao para opc¢oes Europeias. Isso permite uma calibra-
gem mais rapida do modelo.

e A dinamica de precos do modelo Heston permite o uso de distribuicao de probabili-
dade log-normal. Essa é uma limitacao que encontramos no modelo Black-Scholes.

e O modelo ajusta a superficie de volatilidade para os pregos das opgoes quando o
tempo de maturidade nao é demasiadamente pequeno.
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e A volatilidade possui reversao de média

e O modelo considera o efeito de alavancagem como a correlagdo negativa dos re-
tornos e a volatilidade implicita e também permite uma correlagao entre o ativo e
volatilidade quando alterada.

E as desvantagens do modelo temos [12]:

e Como a volatilidade nao pode ser observada, os parametros do modelo nao podem
ser estimados facilmente.

e Os precos emitidos pelo modelo sao sensiveis aos parametros, e, portanto, o ajuste
do modelo fica dependente de uma calibracao eficiente.

e O modelo apresenta dificuldade para fornecer bons resultados quando o tempo de
maturidade é curto. Por isso, nesse estudo considerou-se uma maturidade de cinco
anos. Uma solugao para lidar com essa probleméatica seria a inclusao de saltos no
modelo.

Para finalizar vale lembrar duas opinices sobre o mercado de derivativos financeiros
que se opoem, e, diante dessa oposicao vemos que muito ainda tem que ser evoluido nessa
area de pesquisa. Warren Buffett comentou em uma comunicacao para os acionistas das
Berkshire Hathaway que: The genie is now well out of the bottle, and these instruments
will almost certainly multiply in variety and number until some event makes their tozricity
clear. Central banks and governments have so far found no effective way to control, or even
monitor, the risks posed by these contracts. In my view, derivatives are financial weapons
of mass destruction, carrying dangers that, while now latent, are potentially lethal [13].
Por outro lado, Alan Greenspan na posi¢ao de presidente do Banco Central dos Estados
Unidos comentou na conferéncia de Estrutura Bancaria e Competicao que os beneficios e
custos relacionados ao uso dos derivativos financeiros sao tema de debate, no entanto, o
desempenho da economia e do sistema financeiro sugerem que seus beneficios ultrapassam
seus custos [14].

Esse debate parece mesmo nos dias atuais longe de uma conclusao definitiva. Os
avancos no desenvolvimento e aplicacdo dos modelos matematicos nessa area continuam
sendo um campo fértil onde inimeros problemas e limitacoes ainda necessitam ser supe-
rados.

6 Conclusoes

Apesar da importante revolucao promovida nas financas apds o desenvolvimento do
modelo Black-Scholes sua limitagao ficou clara diante da premissa de volatilidade constante
e retornos log-normais. Atualmente esse modelo tém sido mais utilizado como forma
de comparacao com outros modelos do que uma solucao final. O modelo Heston pode
ser considerada uma extensao do modelo Black-Scholes ao nao considerar a volatilidade
constante. Considerando os parametros constante nao houve uma expressiva diferenca
entre as abordagens simuladas e analiticas. No entanto, existe ainda a dificuldade de
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calibrar a sensibilidade dos parametros durante o processo de precificagao. Isso sugere que
as solucoes definitivas sobre como precificar as opgoes diante das variagoes observadas no
mercado continuam sendo um desafio a ser superado.
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