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Resumo. Neste trabalho, considera-se uma funcao racional cujo numerador e
denominador sao polinémios com coeficientes de Fibonacci. O principal objetivo é mostrar
que a derivada quarta dessa funcao obtida a partir dos polindbmios com coeficientes de
Fibonacci é uma funcao wavelet.
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1 Introducao

A sequéncia definida recursivamente pela férmula Fy =1, Fo =1 e Fy0q = Fj_1 + Fy,
n > 2, é chamada de sequéncia de Fibonacci. Essa nomenclatura é devido ao matematico
Leonardo Fibonacci que viveu no século XIII. Os termos da sequéncia de Fibonacci sao
chamados ntimeros de Fibonacci.

Segundo Boyer [1], Leonardo Fibonacci ou filho de Bonaccio, foi comerciante e
governante da cidade italiana de Pisa e escritor do livro Liber Abaci (ou livro do dbaco).
O Liber Abaci nao se trata de um livro sobre o dbaco, mas de um tratado exaustivo sobre
problemas e métodos algébricos em que o emprego de numerais indo-arabicos é fortemente
recomendado.

A sequéncia de Fibonacci tem aplica¢tes na andlise de mercados financeiros, na ciéncia
da computacao e na teoria dos jogos. Também aparece em configuragoes bioldgicas, como,
por exemplo, na disposigao dos galhos de certas arvores, no arranjo do cone da alcachofra,
do abacaxi, ou no desenrolar da samambaia, e, também nos alvéolos de cera destinados a
serem receptaculos de mel, ver, por exemplo, [3,5,7,8].
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A sequéncia de polinémios {P,(z)}5°, definida por Py(z) =1 e
P,(z) =2zP—1(x) + Frp1, n > 1,

ou seja, Pp(z) =1, Fjp12" % | é chamada de sequéncia de polinémios com coeficientes
de Fibonacci, ver [4]. Segundo Mansour e Shattuck [9] esses polinémios foram introduzidos
por Garth, Mills e Mitchell em [4].

O grupo de autores do presente trabalho tem se dedicado ao estudo das relagoes entre
polinémios com coeficientes de Fibonacci e wavelets no sentido de encontrar uma familia
de funcoes wavelets a partir de tais polinémios.

A analise wavelet vem se destacando nos iltimos tempos em vérias aplicacbes nas
mais diversas areas: medicina, fisica, engenharia, telecomunicacoes, entre outras, ver, por
exemplo [2] e [11]. A principal ferramenta da andlise wavelet é a transformada wavelet,
ver [2] e [10], que em sua versao continua é dada por

+o0 T —
Wytast) = (o S0) =~ [ popw (e (1)

sendo que f(t) é a funcao (ou sinal) que esta sendo analisada, ¥* é o conjugado complexo da
funcao moduladora ¥, definida como funcao wavelet, a é o fator de escala, que permite que
a funcdo wavelet seja comprimida ou dilatada, b é o fator de deslocamento (ou translagao)
que faz com que a wavelet seja deslocada ao longo do eixo horizontal.

Observando a equagao (1), verifica-se que a transformada wavelet pode ser vista como
uma operagao que faz uma comparagao entre a fungao f(t) e a fungdo moduladora ¥(¢),
o que explica a existéncia dos parametros de escala a e de translacao b, ver [2]. Como
veremos na secao 2, graficamente uma fungao wavelet é uma onda de curta duragao.

Existem varias funcoes wavelets e a escolha de qual deve ser usada como funcao
moduladora na andlise de um determinado sinal depende da semelhanca entre a wavelet e
o sinal a ser analisado, ver [2] e [10]. Logo, a construc¢ao ou descoberta de novas fungoes
wavelets sao sempre bem vindas nas aplicagoes da analise wavelet.

Assim, neste trabalho verifica-se que a derivada quarta da fungdo racional cujo nu-
merador e denominador sdo os polinémios com coeficientes de Fibonacci p1(z) e pa(z),
respectivamente, é uma funcéo wavelet.

2 Wavelets

O conjunto L?(R) é o espaco das funcdes, mensuraveis a Lebesgue, de quadrado in-
tegrdvel, denominado também de espago das fungoes de energia finita, isto é, se ¥(z) €
L%(R), ver [6], entdo

+o0
/ | (x)2da < oo. (2)

—0o0

Definigdo: Uma funcio ¥(x) € L?(R) é denominada wavelet se, e somente se, sua
transformada de Fourier ¥ (w) satisfaz a condigao
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Cy = /+00 de < 0. (3)

o]

A condicao anterior, equacao (3), é chamada de condigao de admissibilidade, ver [2].
Segue da condigdo de admissibilidade que lim, 0 ¥(w) = 0. Assim, se ¥(w) ¢ continua
entdao W(0) = 0, ou seja

+oo
/ U(z)dr = 0. (4)
—0o0

Geometricamente, a equagao (4) estabelece que ¥ (x) deve oscilar de modo a cancelar
as dreas positivas e negativas a fim de anular a integral. Portanto, o grafico de ¥(z) tem a
forma de uma onda, conforme ilustra a Figura 1, que é um exemplo de wavelet, conhecida
como wavelet de Morlet [2].

W)

Figura 1: Wavelet de Morlet

Como ¥(z) € L*(R), entdo lim, 4+ ¥(x) = 0 e, como ¥(x) deve estar bem localizada
no tempo, este decaimento deve ser muito rapido. Assim, ela terd a forma de uma onda
de curta duracao.

3 Uma Funcao Wavelet Gerada a Partir de Polindomios com
Coeficientes de Fibonacci

Considerando p;(z) e p2(z) polindmios com coeficientes de Fibonacci. Nesta secao serd
_ pi(=z)
" p2(2)
sua derivada quarta é dada pela equagao (5), com grafico exibido

mostrado que a derivada quarta da fungao f(z)
Sendo f(z) =

na Figura 2

¢ uma funcao wavelet.

T+1
x2+z+27
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24(x5 + 5z* — 1023 — 3022 — 52 + 5)
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Figura 2: Grafico da derivada quarta de ¥(z) = Z;Ei;

Observando o grafico apresentado na Figura 2, nota-se que visualmente ele apresenta
caracteristicas de uma funcao wavelet, decaimento rapido para zero e forma de uma onda
curta. Em virtude do denominador da fungdo da equacao (5) ter grau maior que o
numerador, verifica-se que lim, ,1. ¥(z) = 0. Com o auxilio do software Wolfram
Mathematica verificou-se que as dreas delimitadas pelo gréfico de ¥(z) abaixo e acima do

eixo horizontal se anulam, pois fj;o U(z)dx = 0 e, como fj;o |V (z)]?dx = gfgf% < 00,
¥(z) é uma funcao pertencente a L?(R).
A transfomada de Fourier ¥(x), da funcao apresentada em (5), é
A 1 .
(w) = 7\/56‘5%%4[% T)e0(—w) + (VI+T)OW),  (6)
sendo que O(w) é a fungao degrau.
Seguindo os céalculos, obtém-se
D) _ eV nlwtl(=Ti+ VT)eV™O(-w) + (Ti + VT)O(w)]” ™
wl 98wl ’

possibilitanto o célculo da integral, conforme a equacdo (3), constatando a condigao de
admissibilidade, Cy = 52746(?17r < 00, concluimos que a funcao ¥(x) dada pela equagao (5) é
uma wavelet.

Nota-se também, que a wavelet obtida pela equacao (6) e exibida na Figura 2 é bastante
assimétrica. A assimetria de uma fungéo wavelet ndo deve ser vista como um problema

para as suas aplicagbes, pois na decomposicao de um sinal pela transformada wavelet o
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que se procura é o melhor ajuste entre o sinal e a funcao wavelet usada. Quando se trata
de sinais reais, aqueles obtidos de fenomenos naturais, estes, nem sempre sao simétricos e,
por isso, podem se ajustar melhor com fungoes assimétricas. As wavelets de Daubechies,
por exemplo, nao tém nenhum tipo de simetria e estdao entre as mais aplicadas na literatura
especializada [2].

A funcao obtida nesse trabalho ainda precisa ser discretizada, objetivando a posterior
obtencao dos filtros de andlise e sintese para as respectivas aplicacoes da transformada
wavelet discreta e sua inversa [2]. Ela, porém, ji pode ser usada na decomposi¢ao de sinais
pela transformada wavelet continua, que tem vasta aplicacao na andlise de transitérios em
sinais elétricos, entre outros [11].

4 Conclusoes

Com a vasta gama de aplicagoes da transformada wavelet e a necessidade de fungoes
que casem com o sinal a ser processado, novas fungoes wavelets serao sempre usadas em
algum tipo de aplicagao.

Os resultados apresentados aqui tratam de apenas uma fungao que relaciona polinémios
com coeficientes de Fibonacci e wavelet, mas estudos numéricos, preliminares, apontam
que podem haver outras fungoes que relacionam polinémios com coeficientes de Fibonacci
e wavelet.

Estudos continuam, no sentido de detectar novas fungoes wavelet a partir dos polinémios
com coeficientes de Fibonacci, simétricas ou assimétricas, bem como determinar os coefi-
cientes dos filtros wavelet para estas novas fungoes. Tais filtros sdo fundamentais para o
uso transformada wavelet discreta, a mais usada das versoes transformada wavelet.
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