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1 Introdução

Nas últimas décadas foram realizadas diversas pesquisas voltadas ao estudo da dinâmica
do crescimento tumoral, bem como do seu controle. Em [3] é apresentado um modelo que
descreve o crescimento do câncer usando um sistema de equações diferenciais ordinárias,
e ainda, apresenta-se o controle do tumor baseado no tratamento através da quimiotera-
pia. Já [2] apresentam um estudo baseado no controle através da radioterapia. Em [1] é
estudado as oscilações complexas geradas pelo modelo tumoral proposto por [3].

Segundo [3] o modelo de crescimento de tumores apresenta três tipos de ponto de
equiĺıbrio do sistema, são eles, equiĺıbrio quase morto, de coexistência e equiĺıbrio livre de
tumor. Nesse trabalho será analisado o ponto de equiĺıbrio livre de tumor uma vez que
busca-se transferir um sistema com câncer para um sistema livre de tumor.

2 Modelo de crescimento tumoral

Sejam N(t), T (t) e I(t) as populações células normais, tumorais e imunológicas, res-
pectivamente. O modelo de crescimento de tumores é governado por um sistema de três
equações diferenciais ordinárias [3]:

Ṅ = r2N(1 − b2N) − c4TN, (1)

Ṫ = r1T (1 − b1T ) − c3TN − c2IT, (2)

İ = s+
ρIT

χ+ T
− c1IT − d1I, (3)

os ı́ndices i = 1 estão associados ao tumor, i = 2 às células sadias e i = 3 e i = 4 aos
coeficientes de competição em que ri, bi, ci, s, ρ e χ são não-negativos. A descrição dos
parâmetros é encontrada em [3].
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Para a análise do ponto de equiĺıbrio considera-se as taxas de variações sendo nulas.
E ainda, para o ponto livre de tumor as células tumorais são inexistentes (T = 0), assim,
para determinar esse ponto de equiĺıbrio é necessário resolver:

Ṅ = r2N(1 − b2N) = 0 (4)

Ṫ = 0 (5)

İ = s− d1I = 0. (6)

Nesse caso, o ponto de equiĺıbrio é p1 = ( 1
b2

,0, s
d1

).
Para analisar a estabilidade busca-se informações da matriz Jacobiana do sistema (1)-

(3) no ponto p1 = ( 1
b2
, 0, s

d1
). Através do determinante da matriz Jacobiana são obtidos

os seguintes autovalores: λ1 = −r2, λ2 = r1− c3
b2
− c2s

d1
e λ3 = −d1. Quando os autovalores

λ1, λ2 e λ3 forem negativos conclui-se que p1 é um ponto de equiĺıbrio estável.
Note que −r2 < 0, então λ1 < 0, e −d1 < 0, então λ3 < 0. Para λ2 < 0 a desigualdade

r1 <
c2s

d1
+
c3
b2

(7)

deve ser satisfeita.
A desigualdade (7) mostra a relação entre a taxa de crescimento de tumor e a taxa

de resistência. Assim, quando o ponto é instável, ou seja, r1 >
c2s
d1

+ c3
b2

, de acordo com
(1)-(3) nenhum tratamento será capaz de controlar o tumor.

3 Conclusões

Nesse trabalho foi apresentado um modelo de crescimento de tumor e analisado o
ponto de equiĺıbrio livre de tumor. Posteriormente, pretende-se adicionar ao sistema os
efeitos do tratamento por radioterapia e usar a teoria de controle ótimo para melhorar os
protocolos de tratamento padrão buscando transferir um sistema com câncer para o ponto
de equiĺıbrio livre de tumor.
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