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Resumo. Modelos matematicos nao-lineares derivados das classicas equagoes de Lotka-
Volterra tem sido utilizados com éxito para estudo da resposta imunolégica na ocasiao
de diversas infeccoes virais. Ainda é um grande desafio estabelecer termos mecanisticos,
bem como valores precisos para os parametros relacionados a transmissibilidade viral e
proliferacdo de células T CD8'. Uma vez que a compreensao do sistema imunolégico
humano tem grande destaque, estuda-se aqui a resposta imunoldgica frente a infecgoes
por HTLV-I, de forma a determinar a influéncia da fungao de resposta CTL no valor de
equilibrio das trés populagoes do sistema a parametros biolégicos.
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1 Introducao

Diversos modelos matematicos foram propostos para estudar a progressao de in-
fecgoes virais como HIV [5,7], HPV [8] ¢ HTLV [2,6]. Existe uma varia¢ao consideravel
nas estimativas de parametros bioldgicos, como taxas de transmissibilidade viral, proli-
ferag@o e morte de células T. Portanto, aqui é apresentado um estudo do comportamento
do sistema imunoldgico quando estimulado pelo HTLV-I, determinando a sensibilidade
do sistema com relacdo a taxa de mortalidade de células infectadas, ao coeficiente de
transmissibilidade e forma da funcao de resposta CTL.

Cerca de 20 milhoes de pessoas estao infectadas por HTLV-I1 (Human T cell lympho-
tropic virus type I) no mundo, sendo que o Brasil é um dos paises com maior nimero
de casos. A infecgdo pode causar duas doengas: HAM /TSP (HTLV-I associated myelo-
pathy/tropical spastic paraparesis) que é uma doenca desmielinizante, e também, ATL
(adult T-cell leukemia), um linfoma agressivo [1].
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2 Modelagem para a infeccao do HTLV-I

Lang e Li (2012) estudaram os diferentes tipos de equilibrio em um modelo de HTLV-
I, associado a quando o organismo nao tem infecgao, é um hospedeiro assintomatico, ou
tem desenvolvimento de HAM/TSP. O modelo descreve a relagao entre células T CD4*
nao-infectadas (x), células T CD4" infectadas (y) e linfécitos T citotéxicos (CTL) (z).
O modelo nao leva em consideragao a populacao de virus, pois o HTLV-I néao é presente
no sangue como particulas virais livres. O modelo de EDOs acopladas é expresso por

&= \— fry — dz, y = ofzy — pyz — ay, z=cyf(z) —bz. (1)

Na qual a fungao de resposta CTL é dada por f(z) = 2"/ (2" + «a); A, B e d sao as
taxas de produgao, infecgao e morte de células CD4™ nao-infectadas (x); o, p e a sao as
taxas de sobrevivéncia apos infeccgao, lise intermediada por CTL e morte de células T
CD4* infectadas (y); ¢ e b sdo as taxas de proliferagdo e morte de CTL (z); n e a sdo
parametros da fungao resposta CTL. Seguindo os resultados apresentados por [4], neste
trabalho serd apresentado a influéncia da forma da fungao de resposta CTL (parametro
n) na estabilidade dos pontos de equilibrio.

3 Estabilidade

No ambito bioldégico, um ponto de equilibrio pode ser interpretado como o estado
em que o paciente nao apresenta infecgdo, ou tem uma infeccao continua. Os pontos de
equilibrio do sistema (1) sa@o dados satisfazendo

A= fBxy —dx =0, ofzy — pyz —ay =0, cyf(z) —bz=0. (2)

O sistema possui trés equilibrios que serao discutidos com mais detalhes posterior-
mente e podem ser reescritos na forma : P; = (%, 0,0), P, = (7,7,0) e P3 = (x*,y*, z%).

3.1 Regiao pertinente

Nota-se que o sistema apresentado em (1) é invariante positivamente em Ri, uma
vez que a populagao celular tem quantidades nao negativas [1] e, com isto, pode-se
restringir as andlises deste modelo em lRi. A partir da primeira equacao em (2), obtém-
se: & < X\ —dz. Isto implica que x(t) < % para todo t > 0 se x(0) < % e assim,
limsup, ,,z < %.

Da segunda e terceira equagoes em (2), obtém-se (z+y) = A—dz— (1—0)Bzy —ay—
pyz. Entdo, (z+y) = A—pu(z+y), onde p = min {d, a}. Assim, limsup, .. (z+y) < %

A partir desta relagao, conclui-se que para uma solu¢ao (z,y, z) de 1 com z(0)+y(0) <

. . ~ . . / . .
%, segue a seguinte inequacao diferencial: z < cy—bz < c% —bz, e assim, limsup,_, .z <
%. Dessa forma, o sistema dindmico (1) pode ser analisado de acordo com a regiao

positivamente invariante vidvel (I'): T' = {(x,y, z) eR3 1z < %,ay +y< %, z < %}
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Neste modelo, a reprodugao bésica com relacao a infeccao viral e a resposta CTL
é dada por Ry e Ry, respectivamente [6]. Esta relacdo descreve a ntimero médio de
células recém infectadas, geradas a partir de uma célula infectada no inicio do processo
de infecgao. Ou seja, no momento da infecgao, todas as células sdo nao-infectadas (em
termos de epidemiologia, todas as células sao suscetiveis a infec¢@o), e dessa forma,
ainda nao existe uma resposta CTL (z(t) = 0). De fato, além do equilibrio P;, o
sistema tem dois equilibrios relacionados as infecgoes cronicas, sendo P» = (7,7,0) e
Py = (z*,y*, 2*) na regiao I', sendo 7,7, (z*,y*, z*), todos estritamente positivos. O
equilibrio P estd relacionado a um estado chamado hospedeiro assintomatico, ou seja,
a infeccao nao apresenta uma resposta CTL observavel, enquanto que Ps esté associado
ao desenvolvimento do HAM /TSP, cuja infecgao possui uma resposta CTL persistente.
Assim, quando um dos trés estados estaciondrios do sistema eventualmente se instala,
determina-se uma combinacgao de dois parametros limiares, Ry = % e R = %.
Assim, apresenta-se o Teorema 3.1, demonstrado em [1].
Teorema 3.1. Nota-se que Ry < Rg sempre se mantém, e as trés situacoes a sequir
8G0 Possiveis:

o Se Ry <1, o equilibrio P € globalmente estdvel na regidgo I', e nenhuma infec¢do
cronica por HTLV-I é possivel;

e Se Ry <1 < Ry, entao Py € instavel e Py € estdavel. Assim, todas as solucdes
no interior de I' convergem para Ps. Neste caso, a infeccao por HTLV-I sempre
se torna cronica, mas nenhuma resposta CTL pode ser estabelecida. O sistema se
comporta como o de um portador assintomdtico;

e Se 1 < Ry, tanto P1 quanto Py sdo instaveis. A HAM/TSP relacionado ao
equilibrio P3 no interior de T' € estdvel. O sistema (2) € uniformemente per-
sistente e todas as solugoes persistentes convergem para P3. Neste caso, tanto a
infeccao por HTLV-I cronica quanto uma resposta de CTL positiva a longo prazo
sao estabelecidas.

3.2 Equilibrio

Considera-se primeiramente a fungao resposta CTL com n = 1. Assim, os pontos de
equilibrio satisfazem

A — Bxy —dx =0, ofzry —pyz —ay =0, cy[zj@]—bz:o. (3)

3.2.1 Primeiro ponto de equilibrio P = (%;O; 0)

Relevando a primeira equagao do sistema (3), x = ﬁ. Por outro lado, y =
0V oBxr —pz—a=0. Dessa forma, tem-se 2 casos a considerar: Se y = 0=z = \/d.
Da dltima equagao do sistema (3), tem-se z = 0. Dessa forma, o primeiro ponto de
equilibrio sempre existe e é dado por P; = (%; 0;0). Caso contrério, tem-se o segundo
ponto de equilibrio.
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3.2.2 Segundo ponto de equilibrio P, = (7,7,0)

P, existe se Ryg > 1. Assim, como T = ﬁ, tem-se of3 (ﬁ) —pz—a = 0.

Com isto, Sy +d = p‘;i)‘a. Assim, § = %(S)E;‘” Na terceira equacao do sistema
(3), nga — bz = 0. Com isto, Z [Efa —b| = 0. Em relacdo a z, em suma tem-se
T = ﬁ ANy = %(S)E;a), logo tem-se dois casos para considerar:

Sez=0=7y= Uﬂg‘gad e em termos de Ry, y = %. Assim, a varidvel T é

expressa por T = m, ouzx= ﬁ Obtém-se entao o segundo ponto de equilibrio

Py (,8%7 Baigad; 0). Se z # 0, tem-se o terceiro ponto de equilibrio.

3.2.3 Terceiro ponto de equilibrio P3 = (z*, y*, z*¥)

A partir da terceira equagao do sistema (3), obtém-se y* = %(z* + «a). A partir da
segunda equacao, y*(ofz* —a —pz*) = 0. Tem-se y* = 0 A ofz* —a —pz* = 0. Se

y* =0, z¥ = —a, o que nao é plausivel para este sistema. Dessa forma, c8z* — a + pz*.
Assim, z* = at%z ~. Atribuindo estes valores na primeira equacio do sistema (3), tem-se
A— g—‘é — %—%(a—l—pz*)(z*—i—a) =0.
Multiplicando-se todos os fatores por %, considerando, ¢ = a(d%ﬁgba) e lem-
brando que Ry = %, obtém-se o polindomio quadrético:
9(z) = ¢ {Rl -z [2 + (de fbﬁboz)] ad {a(dcp—f?@’ba)] } ' (4)

Observa-se que g(0) = ¢(R; — 1), ¢'(0) < 0, e que g é concava para baixo. Essas
observagoes implicam que g possui uma Unica raiz positiva se Ry > 1.
3.3 Equilibrio para funcao de resposta do CTL no caso generalizado

Dessa forma, o sistema estudado passa a ter a fungao do CTL em relagao ao parametro
n. Assim, os pontos de equilibrio satisfazem

n

A= fBxy —dxr =0, ofxy —pyz —ay =0, cy[ : ]—bz:O. (5)

2"+ o

Fazendo manipulacoes algébricas, os pontos de equilibrio sao:

o3 —d 1
i - - {ﬁbsz + (dpc + ,Bba)zl + Bbasz*" + Bbaazlfn} :
of ofBec
-l sa) RIETE ©
y= C ’ — O'IB .

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0059 010059-4 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0059

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

5
Note que, quando n = 1 na fungao sigmoidal da resposta do CTL, tem-se
z=" + P2 = é(z + a) i{)\Uﬂc — a(dc + Bba) — z[p(dc + Bba) 4 Bba) — 22 [pBb]} =
o8 y== " ofBc N

Ou seja, é um caso particular do caso generalizado proposto.

4 Analise de estabilidade

Nesta secao, cada ponto de equilibrio serd classificado com a sua respectiva estabili-
dade a partir dos autovalores I'; e I'o>. Tomando a funcao de resposta CTL para n=1,
como foi visto anteriormente para o sistema apresentado em (3), existem trés pontos de
equilibrio.

4.1 Caso P, = (3;0;0)

Considerando o Jacobiano relacionado ao sistema estudado e aplicando no primeiro
ponto de equilibrio Py, tem-se que o polinémio caracteristico da matriz Jacobiana é dado

por (—d — F)(Uﬂ‘—a— I')(=b —T), cujas raizes sao I' = —d, F:@—aef’:—b.

0'6)\

Caso < a, este ponto é estavel pois a parte real do autovalores sao negativos.

Porem, tem-se que @ — a, entao a(Ryp — 1) > 0. Como, a(Rp — 1) > 0, uma das

raizes possui a parte real positiva entao este ponto de equilibrio é instavel.

4.2 Caso P, = (60’ ﬁ”iﬁad 0)

De forma andloga ao caso anterior, tem-se que polinémio caracteristico da matriz
Jacobiana é dado por:

_F3 {—@—b—k cAo cd} |: B)\O_ bﬁAa+6cAaa +ad—% F—bﬂ)\U—F
B)\U A a2
c + abd — 24 a+aﬁca =0,
CllJaS raizes sao:
I} = —— [—aabB + Bero — acd] Ty——14 Ty— 4. (1)
l_aﬂa aq cho — acd] , 2 =54, 3= 54

—BAa++/B22202—4a2BAo+4a3d

com A = - Dessa forma, sabendo que todos os parametros
sao estritamente positivos, a taxa de mortalidade de CTL deve satisfazer b > 'BC’\:T?“I .

Para I'y, segue que —BAo++/2A202 — 4a2B o + 4a3d < 0. Assim, 4(a*d—a?BAo) <
0. Dessa forma, as condicoes para estabilidade em rela(;éo a taxa de mortalidade (a) e
producao (o) sdo, respectivamente, a < 5d eoc > 4% BU

E por fim, em relacio a I's, obtém-se SAc + v/B32\202 — 4a2B\o + 4a3d > 0. Assim,
4(ad — a®BAc) > 0. Dessa forma, as condicdes para estabilidade em relacdo a taxa de

mortalidade (a) e producdo (o) sdo, respectivamente, a > B 29 60 < g—g.
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4.3 Caso P3 = (z*,y*, 2%)

Observa-se que o terceiro ponto de equilibrio pode ser reescrito em termos de g(z),
isto é:

9(z) = Ulﬁc{AUﬁC — a(de + Bba) — 2*[p(de + Bba) + Bba] — (2*)*[pBbl}. (8)

Nota-se que g(0) = (R —1), ¢’ (0) < 0, e g é concava para baixo. Essas observaces
implicam que g possui uma tunica raiz positiva se Ry > 1. Desta forma, seja z1 e 22 as
raizes da fungao polinomial de segundo grau g(z), é valido atribuir valores que satisfacam
21 < g(2) < 20.

Assim, aplica-se o Jacobiano primeiramente em 2z, para posteriormente aplicar em
z9, que sao os extremos de interesse. As raizes de g(z) sao

11 11
21 —abBp — pba — cdp + (B)% , 9= ———— [abﬁp—i—ﬁba—kcdp—i— (B)%

~ 2pBb 2 pBb
com B = o?b?B2%p? — 2aab?B2p + 2abBedp® + 4bB2cApo + a’b? 5% — 2abBedp + Ad%p?.
Numericamente, considera-se o conjunto bédsico de parametros em [4, 6], ou seja,

A=206=1,d=1,0=1,p=199, a=1, c =3.85 b= 0.5, « = 0.45. Com isto,

tem-se
z1 = 0.3171853673 + 3.2417282744;0.3171853673 — 3.241728274¢; —1.043004232
e
29 = —0.18366855544-0.68433588357; —0.1836685554—0.68433588357; —0.9793812611.
Utilizando x = a:gz ey = %, substituindo na terceira equagao (2) e to-

mando f(z) = Zja, tem-se f(z) = %Z [%] Assim, mostra-se que z* é uma

solucao possivel da equacao f(z) = h(z), onde

C

12) [ az + pz? ]

Ao — ad — dpz = h(z). (9)

Nota-se que h(z) é concava para cima com raizes (—7,0). Graficamente, uma solugao
de z* corresponde a uma intersecgao do primeiro quadrante dos graficos de f(z) e h(z).
Para 0 < z < 2(Ro — 1), h(2) = 0 ¢ concava para cima, enquanto f(z) pode mudar
a sua concavidade quando n > 2. Dessa forma, pode nao ter exatamente uma ou duas
intersegoes. Como consequéncia, quando Ry > 1, nao pode haver, exatamente um, ou

dois equilibrios de HAM/TSP.

5 Conclusao

Neste trabalho, mostrou-se que a interacao dinamica entre a resposta imune e a
infeccao viral é complexa e multifacetada. As expresstes para os pontos de equilibrio e
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critérios de estabilidade sao dados como funcao da taxa de mortalidade do CTL, a taxa
de lise mediada por CTL e o parametro n da funcao sigmoidal da resposta CTL.
Especificamente, a forma da funcao de resposta CTL influencia o valor de equilibrio
das trés populacoes, e também a estabilidade de cada ponto. Foi demostrado que a
fungdo h(z) muda a concavidade quando n > 2, influenciando a estabilidade de Ps.
Porém, foi visto também que a estabilidade de P; e P, nao depende de n. Além disso,
outros estudos de analise de sensibilidade paramétrica, mostram que existem coexisténcia
de dois ou mais equilibrios estaveis. Mais estudos sao necessarios para determinar qual
estado predomina, como diagramas de bifurcacao computacional e bacias de atragao.
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