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Resumo. Neste trabalho aborda-se o problema de controle de comportamento caótico em
sistemas sendo este utilizado em diversas áreas de conhecimento. O estudo de caos consiste
em pequenas mudanças no ińıcio de um evento que podem causar consequências, o que
torna o seu controle um assunto muito interessante. Várias técnicas de controle são citadas
e utilizadas na literatura. O sistema que utilizamos é um absorvedor dinâmico de vibrações
acoplado a um motor desbalanceado que causa uma instabilidade caótica no sistema. Com
o objetivo de minimizar essas vibrações no sistema foi aplicado a técnica do controle linear
ótimo para reduzir o movimento oscilatório do sistema a um ponto estável. A técnica de
controle se mostrou eficiente para este problema.
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1 Introdução

O estudo do comportamento caótico em sistemas tem sido abordado por vários au-
tores em várias áreas do conhecimento [1], como sincronização [2], criptografia [3] e con-
trole [2]. Na área de controle de caos vários métodos para se realizar o controle foram
propostos [2, 4, 5] com o objetivo de se eliminar o comportamento caótico tornando o
sistema com um movimento periódico, ou alterando-se o movimento para um ponto ou
trajetória desejada. Dentre as estratégias de controle com realimentação a mais popu-
lar é o método OGY [4]. Outra metodologia baseada na aplicação da transformação de
Lyapunov-Floquet, foi proposta por [5], a fim de resolver este tipo de problema. Este
método permite direcionar o movimento caótico a qualquer órbita periódica desejada ou
a um ponto fixo. É baseado na linearização das equações, que descrevem o erro entre
as trajetórias reais e desejadas. Outra técnica foi proposta em [2] onde foi encontrado as

1fabioch@mat.feis.unesp.br
2lucaszanov@gmail.com
3mara@mat.feis.unesp.br
4douglascfeng@gmail.com

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

Trabalho apresentado no CNMAC, Gramado - RS, 2016.

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0113 010113-1 © 2017 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0113


2

condições que garantem a aplicação do controle linear em sistemas não lineares, sendo esta
técnica aplicada em várias áreas com sucesso [6, 11].

Uma área que vem crescendo é a de sistemas não ideais, sendo quando uma excitação
é influenciada pela resposta do sistema. Várias contribuições ao estudo de problemas não
ideais são apresentadas na literatura [7]. Neste trabalho, foi utilizado o modelo de um
amortecedor de massa sintonizada [8] acoplado a um motor não ideal [7], o qual causa
vibrações excessivas ao sistema. Como forma de controlar essas vibrações neste trabalho
é proposto o controle linear ótimo o qual reduz as vibrações do sistema a um ponto
estável [2].

2 Modelo

Absorvedores de vibrações são sistemas que buscam amenizar perturbações periódicas
de natureza mecânica à que uma estrutura pode estar sujeita. Eles se baseiam no prinćıpio
de que os movimentos de outro corpo menor têm a capacidade de anular essas vibrações.
As oscilações do elemento maior são transmitidas para o menor por meio de um elemento
de ligação e, devido à diferença de fase, esse membro de conexão provoca forças de reações
nos dois corpos e dissipa a energia da vibração, além de diminuir a amplitude do movimento
[10].

Podemos citar alguns exemplos de aplicação desse dispositivo em navios, aeronaves,
carros, estradas de ferro e, principalmente, em construções como pontes e prédios. As
vibrações podem ter causas diversas como: a natureza (ondas, ventos fortes, terremotos),
motores que funcionem dentro da estrutura, o transito de véıculos próximo ou sobre a
mesma, entre outros [10].

Neste trabalho utilizaremos o modelo do amortecedor de massa sintonizado conside-
rando um acoplamento linear composto de uma massa e uma mola [8]. Como forma
de provocar perturbações excessivas ao sistema, acoplaremos um motor desbalanceado,
caracterizando o sistema como um sistema não ideal [7]. Assim as equações são dadas por:

m1ẍ1 + k1x1 − k2(x1 − x2) = d(ż2 cos z + z̈ sin z)

m2ẍ2 + k2(x2 − x1) = 0

z̈ + bż = rẍ1 sin z + a (1)

m1, k1 e c1 são a massa, rigidez e amortecimento do sistema principal, respectiva-
mente; m2, k2 e c2 a massa, rigidez e amortecimento do amortecedor de massa sintonizado
(AMS), respectivamente; x1 o deslocamento do sistema principal em relação à base e x2
o deslocamento da massa do AMS em relação à base. A posição angular z é a resposta
da excitação não ideal, a e b são torques constantes do motor, r é a distância da massa
desbalanceada ao centro do motor de corrente cont́ınua, e d está relacionado ao momento
de inércia do sistema. Todos os parâmetros são, por motivos dimensionais, constantes e
positivos.

Reescrevendo as equações do sistema dinâmico na forma de estado, fazendo y1 = x1,
y2 = ẋ1,y3 = x2, y4 = ẋ2, y5 = z e y6 = ż, então:
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ẏ1 = y2,

ẏ2 = −−k1y1 − k2(y1 − y3) + dy26cos(y5) + dsin(y5)(a− by6)

m1 − dr(sin2y5)

ẏ3 = y4,

ẏ4 = − k2
m2

(y3 − y1),

ẏ5 = y6,

ẏ6 =
rsin(y5)(−k1y1 − k2(y1 − y3)) + dy26rcos(y5)sin(y5) + drsin(y5)

2

m1 − dr(sin2(y5))

+
(m1 − dr(sin2(y5)))(a− by6)

m1 − dr(sin2(y5))
.

(2)

Onde y1 e y2 são a velocidade e o deslocamento do amortecedor de massa sintonizado,
y3 e y4 são a velocidade e deslocamento do oscilador linear e y5 e y6 são a velocidade e
deslocamento da excitação não ideal, que neste caso é o torque resultante de um motor
de corrente cont́ınua que impõe a excitação não-ideal, de acordo com a posição angular da
massa em rotação desequilibrada.

Os parametros adimensionais utilizados nas simulações numéricas são m1 = 1,m2 =
0.05, k1 = 0.5, k2 = 0.02 para o amortecedor de massa sintonizado acoplado ao oscilador
linear [8] e a = 5, b = 1.5, r = 0.3, d = 0.2 para a excitação não ideal [11].

3 Projeto de Controle

Aplicando a teoria proposta por [2], podemos projetar o controlador como segue:

m1ẍ1 + k1x1 − k2(x1 − x2) + U = d(ż2 cos z + z̈ sin z)

m2ẍ2 + k2(x2 − x1) = 0

z̈ + bż = rẍ1 sin z + a (3)

A função de controle U é ẋ = Ax + g(x), onde A ∈ Rnxn é uma matriz constante,
g(x) é vetor, cujos elementos são funções cont́ınuas. Reescrevendo o sistema na forma de
espaço de estados, temos:
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ẏ1 = y2 + U,

ẏ2 = −−k1y1 − k2(y1 − y3) + dy26cos(y5) + dsin(y5)(a− by6)

m1 − dr(sin2y5)

ẏ3 = y4,

ẏ4 = − k2
m2

(y3 − y1),

ẏ5 = y6,

ẏ6 =
rsin(y5)(−k1y1 − k2(y1 − y3)) + dy26rcos(y5)sin(y5) + drsin(y5)

2

m1 − dr(sin2(y5))

+
(m1 − dr(sin2(y5)))(a− by6)

m1 − dr(sin2(y5))
.

(4)

sendo

B =



1
1
1
1
1
0



y =



x1 − x̃1
x2 − x̃2
x3 − x̃3
x4 − x̃4
x5 − x̃5
x6 − x̃6



x̃ =



0
0
0
0
0
0


Q = 1.8 ∗ I6

e
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A =



0 1 0 0 0 16
−0.63 0 0.03 0 −1.23 0

0 0 0 1 0 0
0.5 0 −0.5 0 0 0
0 0 0.01 0 0 1

−0.26 0 0 0 0.39 −1.5


onde a controlabilidade da matriz R do sistema para o par [A,B] é obtida por R =

[B|AB|A2B|A3B|A4B|A5B].

Assim, R =
(
1
)
. Em seguida, a matriz P (t) é dada por

P =



2.6698 1.5628 −0.3787 4.2590 −7.3311 9.1168
1.5628 10.5917 −1.1243 9.3239 −22.8771 9.4923
−0.3787 −1.1243 7.2619 −0.8481 −2.9246 −12.8003
4.2590 9.3239 −0.8481 19.1785 −33.1557 15.7755
−7.3311 −22.8771 −2.9246 −33.1557 72.9003 −20.3974
9.1168 9.4923 −12.8003 15.7755 −20.3974 84.2580


e o controle ótimo

u = 0.5836x1 + 1.8427x2 + 1.5072x3 + 0.8366x4 + 5.1176x5 + 1.5605x6.

As trajetórias do sistema podem ser vistas nas Figuras 1 e 2. Segundo a verificação
de controle ótimo [9], sua função é numericamente calculada por L(t) = yT Q̃y, onde L(t)
é definida positiva.
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Figura 1: Histórico no tempo do sistema controlado. (a) velocidade do amortecedor de
massa sintonizado; (b) o deslocamento do amortecedor de massa sintonizado; (c) veloci-
dade do oscilador linear; (d) deslocamento do oscilador linear; (e) a velocidade para a
excitação não ideal, e (f) o deslocamento para a excitação não ideal
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Figura 2: Retrato de Fase.(a) Amortecedor de massa sintonizado não controlado; (b) Controlado;

(c) Oscilador Linear Não Controlado; (d) Controlado; (e) Motor Não Ideal Não Controlado e (f)

Controlado

4 Conclusões

Neste trabalho foi proposto um controle de vibrações de um amortecedor de massa
sintonizado acoplado a um oscilador linear e a uma fonte de excitação não ideal, sendo
que a fonte não ideal originou a presença de caos no sistema. A técnica de controle
linear ótimo foi aplicada ao sistema com o objetivo de solucionar as vibrações excessivas
e eliminar o comportamento caótico conduzindo as oscilações a um ponto estável. Os
resultados mostram que o controlador proposto resolveu o problema com eficiência.
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