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Resumo. Este trabalho apresenta um projeto de controle robusto para um levitador
magnético considerando a variagdo da massa do objeto a ser levitado. Considera-se também,
o problema de rejeicao de pertubacao para reduzir o efeito de pequenas vibragoes na base
do levitador.
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1 Introducao

Levitadores magnéticos de bancada sao muito comuns em laboratérios didéticos de
universidades. Esses aparelhos causam grande impacto visual nos estudantes e servem para
motivar os estudo de varios principios fundamentais de eletricidade, eletromagnetismo,
eletrodinamica e teoria de controle [5,6]. Além disso, a levitacdo magnética estd sendo
utilizada com muita frequéncia em transportes terrestres de alta velocidade, no controle
de vibragoes de sistemas mecanicos e em bioengenharia [4]. Apesar de sua simplicidade,
é possivel encontrar na literatura diferentes formas de modelar o problema. Em geral, os
modelos diferem de acordo com o tratamento dado a cada varidvel do sistema. Em [6] é
apresentado um modelo no qual a corrente elétrica é tratada como um estado e a entrada
de controle ¢é realizada pela tensdo no eletroima. Essa modelagem resulta em um sistema
afim de ordem trés, em que a gravidade é tratada como uma forga externa constante. Como
o sistema que representa o levitador € nao linear, posteriormente, esse sistema é estudado
usando modelos fuzzy Takagi-Sugeno (TS) [1]. Em [3], os autores exploram propriedades
de eletricidade para realizar o projeto de controle em funcao da corrente, eliminando a
variavel tensdo do modelo matematico. Além disso, os autores apresentam um modelo no
qual a resultante das forcas é proporcional a corrente elétrica necessaria para manter um
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objeto levitando em uma posicao de interesse. Por consequéncia, o modelo matematico
resultante é um sistema linear de ordem dois.

Como [1, 3] realizam a modelagem considerando uma massa constante e o levitador
fixo em uma superficie rigida, entao neste trabalho é proposto um projeto de controle
robusto para um levitador magnético sujeito a vibracoes na base. O modelo matemaético é
desenvolvido com base no resultado apresentado em [3] e a massa do objeto a ser levitado
é considerada um pardmetro incerto que pode variar dentro de uma faixa prefixada. O
sistema nao linear é representado por modelos fuzzy TS [7] e o projeto de controle é
realizado usando desigualdades matriciais lineares.

2 Projeto de Controle Fuzzy

Neste trabalho é estudado uma classe de sistemas fuzzy TS representadas por:

i(t) = Z Zp: achik(t) [(Aik — BiKi)z(t) + Egw(t)]

o (1)
y(t) = Cx(t),
p
sendo oy parametros incertos satisfazendo: aj > 0, Z ar =1, p=2", com n o nimero
k=1

de incertezas no modelo, A;;, Bk, E;r e C as matrizes dos modelos locais, K} os ganhos
do controlador de realimentacao de estado, 7, o nimero de modelos locais do sistema fuzzy

p
e hi(t) sdo fungoes nao lineares satisfazendo h;(t) > 0, Z hik(t) = 1, Vt.
i=1

Diz-se que o sistema (1) possui nivel de atenuacao v se para qualquer entrada limitada
w(t) a seguinte desigualdade é satisfeita:

Lyl
"y =7

Para estabilizagao do sistema (1) satisfazendo (2) foi utilizado o seguinte teorema.

(2)

Teorema 2.1. Dado wm nivel de atenuacdo vy, os ganhos Kj, = M X' que estabilizam
o sistema (1) e satisfazem (2) podem ser encontrados resolvendo as sequintes LMIs:

X >0,
* ~I 0 >0, i<j, k=1,2,...,p,
* * I

sendo aj] — —0.5(XA;k — MJ/k‘B’ZkJ + AlkX — Biijk + XA;k - z/kng + Aij - BjkMik)

e % a matriz bloco simétrica.
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Prova: Multiplicando (3) pelo produto de oy, hir(t) e hji(t), Vi, j, k, e somando todos
0s termos, obtém-se:

X >0,
p T k a1 _0-5(Eik + Ejk) 0.5X(C¢k -+ Cjk)/
> > > arhah(t) | I 0 >0,
k=1 i=1 j=1 * * I

Entao a demonstragdo do teorema segque de forma andloga & [7, pdg. 70] usando uma
funcao Lyapunov quadrdtica.

Os ganhos encontrados pelo Teorema 2.1 nem sempre podem ser implementados na
pratica devido a magnitude dos valores encontrados. Esses valores podem ser reduzidos
utilizando o resultado a seguir.

Teorema 2.2. Dado um nivel de atenuacdo v e parametros o > 0, 8 > 0. Os ganhos
Ky = My XY, com KK' < BI/o?, que estabilizam o sistema (1) e satisfazem (2) podem
ser encontrados resolvendo as sequintes LMIs:

X >o0l,
all —0.5(EZ‘ + Ej) 0.5X(C¢ + Cj)/
* ~I 0 >0, i<j
* * I (4)
61 M
R

sendo a11 = —0.5(X AL, — J’kB;k + Ay X — By My, —i—XA;-k — z/k:B;k: + Aj X — B, M)
e *x a matriz bloco stimétrica.

Prova: A demonstracdo do teorema leva em consideracdo os argumentos utilizados
no Teorema 2.1 e os resultados apresentados em [2, pdg. 1264].

3 Modelo matematico do Levitador

Na Figura 1 é mostrado a configuragao do levitador magnético analisado neste trabalho.
De acordo com a segunda lei de Newton tem-se a partir da Figura 1 que:

mij = —fr. +mg + F(i,y) + w(?t), (5)

sendo m a massa do objeto, fi a forca de atrito viscoso do ar, g a aceleracao da gravidade,
F(i,y) a forga eletromagnética, L a indutancia do eletroima e w(t) a for¢a externa aplicada
na base do levitador.

A forga eletromagnética foi obtida considerando o fato de que a posigdo da bola altera
o fluxo magnético no circuito, sendo escrita como [3]:

— A\

(6)
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(i)

T w(t)

Figura 1: Levitador Magnético.

com A e u constantes positivas, ¢ a corrente elétrica no eletroima e y o deslocamento da
bola. A forca de atrito viscoso foi tomada da forma f; = ky, sendo k > 0 o coeficiente de
atrito. Nessas condigoes, a equacao de movimento do objeto é dada por:

. . i
mij = —ki+mg — ————— + w(t). 7
i Y+ mg 20+ ) (t) (7)

Definindo como varidveis de estado, T1 = y e Ty = ¥ tem-se

KX k - i 1 8
.TQ:Q—E.%Q—m‘F*wa) ()
Como o objetivo é manter a bola numa posicao arbitraria y = yg, entao substituindo

yo em (7) obtém-se

2 (mg + w(t)) (1 + po)? (9)

'Lo—)\u

Para a modelagem, o ponto de equilibrio de interesse é dado por Z. = [yo,0]’. No
entanto, a representacao fuzzy TS s6 pode ser aplicada em sistemas (8) quando o ponto de
equilibrio é a origem. Entao, realizando a substituicao de varidveis x1 = £1 —yg e x2 = T2,
obtém-se um modelo cujo ponto de equilibrio foi deslocado para a origem. Além disso, o
projeto de controle também considera que:

2
w= i i =k (g w(t)) (L4 o)’ (10)

Substituindo (10), T1 e T2 em (8), e realizando algumas operacoes algébricas, o seguinte
modelo matemético é encontrado:

.%"1 o 0 1 1
i | = pg(pe1 +2uy0+2) o | T
2 (14p(zq +y0) 2

0
— A/ (2m) ] u(?)
(I+u(z1+yo))”

(11)

k
m
+ | pe #w1+2uyo+2 ]w

m  (1+p(z1+yo))
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4 Simulagao Numérica
A simulacao do sistema (11) foi realizada considerando os parametros: 0.0226 Kg <
m < 0.05Kg, g = 9.8m/s%, k = 0.001 Ns/m, A= 046 H, p = 2m ' e yp = 0.04m. A

representagao fuzzy TS do sistema (11), com realimentagao de estado u(t) = —Kxz(t), é
dada por (1) com matrizes:

0 1
Ay =Ag =Ag =Ay = [ 40.7680 _ 0:001 } ;

0 1
Asi = Agi = A7 = Ag; = [ 976024 — 0:001 } ;
m;

(12)
0 0
Bi;=B2=B5;=Bg;i=| 02122 |, B3 =By =B7=Bg;=| 046 |,
m; m;
0 0
Eii=Es3 =Es5; =E7 = | 03008 |, E2i =Ey4 =E¢ = Eg; = | 01661 | -
ma me

sendo ¢ = 1,2; m; = 0.0226 Kg e mo = 0.05 Kg.

Para o projeto de controle robusto foram consideradas as LMIs dos Teoremas 2.1 e
2.2, com parametros v = 0.7071, 8 = 200 e 0 = 0.2. Para a simulagdo foram tomados
os valores de m = 0.035 Kg, condicao inicial 29 = [0.02 0] e w(t) = 0.03sen(107t). Os
resultados das simulagbes podem ser vistos nas Figuras 2 e 3.

.08 T T T T T S5

Tt 6r
0.05 )
551
0.04
5

I%OOB
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t(s) t(s)
Figura 2: Estabilizagdo com o Teorema 2.1 (m = 0.035Kg): estado Z(t) (esquerda), sinal
de controle u(t) (direita). A perturbagao w(t) foi adicionada a partir de ¢t = 1s.
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Figura 3: Estabilizagdo com o Teorema 2.2 (m = 0.035Kg): estado Z(t) (esquerda), sinal

de controle u(t) (direita). A perturbagao w(t) foi adicionada a partir de ¢t = 1s.
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A Tabela 1 mostra os valores dos ganhos encontrados pelos Teoremas 2.1 e 2.2. Verifica-
se que os valores em moédulo dos ganhos obtidos pelo Teoremas 2.2 sdo menores como
esperado.

Tabela 1: Ganhos encontrados

3

Teorema 2.1 Teorema 2.2

K, = [—229.8339 —78.1616] Ky = [-22.7757 —8.6922]
Ky = [-84.1839 —27.9563| Ky = [-19.9426 —7.5255]
K3 = [-140.9902 —47.9387] K3 = [-14.9038 —5.7257]
Ky = [-52.1303 —17.2785] Ky = [-19.9702 —7.9485]
K5 = [—228.7529 —78.1142] K; = [-21.1117 —8.3610]
K¢ = [—83.5757 —28.0350] K¢ = [-8.6128 —2.8843]

K; = [-139.8030 —47.7659] K; = [-15.0021 —6.0991]
Kg = [-51.3940 —17.2697] Kg = [-15.6053 —6.3940]

5 Conclusoes

A representacao do sistema nao linear pelo sistema fuzzy TS permitiu a realizacao do
projeto de controle usando LMIs. LMIs facilitam a inclusao de incertezas paramétricas no
projeto do controlador usando o conceito de convexidade. Como o Teorema 2.1 fornece
condicoes para a estabilizacao de sistemas nao lineares sem impor nenhuma restricao nos
ganhos do controlador, entao é adicionada as condi¢oes LMI propostas em [2] para reduzir
a magnitude dos ganhos. Pela Tabela 1 é facil verificar a eficiéncia do Teorema 2.2 na
reducao dos ganhos. Em alguns casos o valor da componente matricial chega a ser dez
vezes menor. Além disso, todos os ganhos encontrados pelo Teorema 2.2 estdo com uma
magnitude equivalente aos apresentados em [3]|, mas com a vantagem de garantir um bom
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nivel de atenuagao de disturbios.

Observa-se pelas Figuras 2 e 3 que houve um aumento no tempo de estabelecimento do
sistema controlado com os ganhos do Teorema 2.2. Essa pequena deterioracao no tempo de
estabelecimento nao é o suficiente para comprometer o desempenho do sistema controlado.
Por outro lado, o valor dos ganhos podem comprometer a implementacao pratica. Dessa
forma, é necessario executar varios testes com o Teorema 2.2 a fim de se encontrar um
ganho que satisfaca as restricoes de desempenho impostas ao projeto de controle e que
seja implementavel na pratica. Os parametro de projeto u, v, 8 e o oferecem graus de
liberdade para o projetista obter o desempenho desejado.

Assim, o trabalho proposto contribuiu para o projeto de controladores para um levita-
dor magnético de bancada. Os resultados permitem que qualquer objeto com uma massa
pré-especificada permanega levitando em um ponto de interesse e asseguram a levitagao
do objeto mesmo que o levitador sofra pequenas vibragoes na base.
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