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Ernesto A. B. F. Lima3

Institute for Computational Engineering and Sciences, ICES, Austin/UT, EUA

Resumo. O crescimento tumoral é resultado de uma série de complexos fenômenos que
ocorrem em múltiplas escalas de tempo e espaço. Na escala sub-celular ocorre uma vari-
edade de cascatas de reações moleculares que regulam as atividades celulares. Na escala
da célula, destacam-se os mecanismos de agregação, adesão e sinalização entre células e
entre os componentes do microambiente. Fenômenos t́ıpicos dos meios cont́ınuos ocorrem
na escala do tecido, tais como difusão de nutrientes, fatores de crescimento, etc. Even-
tos que ocorrem em uma escala interferem com os que ocorrem em outras e vice-versa, de
modo que o entendimento destes mecanismos é fundamental para a compreensão da doença
e para o desenvolvimento de terapias. Neste trabalho, desenvolvemos um modelo h́ıbrido
que representa fenômenos que ocorrem nas escalas tecidual e celular. A escala celular é des-
crita através de um modelo baseado em agentes (MBA), que possibilita tratar cada célula
individualmente e descrever seu comportamento no microambiente. Na escala do tecido re-
presentamos a dispersão de nutrientes no meio através de uma equação diferencial parcial
de difusão-reação. Sem perda de generalidade, este modelo é usado para descrever o cresci-
mento tumoral do carcinoma avascular e experimentos computacionais são realizados para
demonstrar o potencial uso da metodologia desenvolvida.
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1 Introdução

Modelos h́ıbridos têm sido crescentemente usados para descrever interações entre fenô-
menos que ocorrem em diversas escalas espaço-temporais do crescimento de tumores [2,3].
Neste trabalho desenvolvemos um modelo h́ıbrido para o crescimento tumoral avascular
que integra fenômenos que ocorrem em duas escalas, uma escala a ńıvel celular e outra a
ńıvel de tecido. Este modelo é baseado na abordagem h́ıbrida desenvolvida em [3]. Na
macroescala ou escala tecidual, modelamos o transporte de oxigênio quase-estacionário no
tecido através de uma equação difusão-reação. Na escala celular, constrúımos um modelo
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baseado em agentes para descrever o comportamento e interações entre células normais e
tumorais. As duas escalas são integradas através da taxa consumo de oxigênio no meio.
Com a inclusão de células normais, o crescimento do tumor é fortemente influenciado
pelas interações mecânicas no microambiente. Para descrever estes efeitos, desenvolvemos
um modelo para representar o acúmulo das tensões de compressão no interior do tumor
à medida que o tumor cresce, o qual atua inibindo a probabilidade de proliferação das
células tumorais. As simulações realizadas demostram que o modelo desenvolvido consegue
representar qualitativamente a dinâmica de tumores em um microambiente genérico e a
estagnação do crescimento t́ıpica de tumores avasculares.

2 Modelo Hı́brido

No MBA, atribúımos propriedades fenot́ıpicas e quantidades f́ısicas a cada célula, assu-
mida circular por simplicidade . A disponibilidade de oxigênio, única fonte de nutrientes,
no microambiente juntamente com eventos aleatórios de proliferação e apoptose determi-
nam a dinâmica do crescimento tumoral e balanço das forças que atuam em cada célula
determina o seu movimento, conforme a segunda lei de Newton. O MBA e o modelo de
difusão de nutrientes são apresentados a seguir.

2.1 Modelo celular: Forças que atuam sobre as células

Para modelar o comportamento das forças, assumimos que o núcleo de cada célula
é incompresśıvel, não podendo ocorrer sobreposição de núcleos. A sobreposição de cito-
plasmas é posśıvel, representando a deformação celular. As forças dependem do espaço,
tempo e do microambiente, de forma que a distância de uma célula i a uma célula j no
tempo t determina se há força entre elas. Consideramos as seguintes forças: (i) adesão
e repulsão célula-célula (Fcca e Fccr); (ii) adesão célula-matriz extracelular (Fcma); (iii)
locomotiva (Floc), submetidas às células em movimento, determinando suas trajetórias;
(iv) atrito (Fdrag), entre a célula em movimento e o fluido intersticial; (v) compressão e
resistência à compressão do tecido (Fct e Frct), associadas ao estado de tensões causado
pelo crescimento do tumor. Pela segunda lei de Newton, o balanço de forças na célula i é
dado por:

miv̇i =
N(t)∑
j=1
j 6=i

célula-célula︷ ︸︸ ︷
(Fij

cca + Fij
ccr) +

célula-meio︷ ︸︸ ︷
(Fi

cma + Fi
drag + Fi

ct + Fi
rct) +Fi

loc , (1)

onde N(t) é o número de células no tempo t, e mi e v̇i representam a massa e a ace-
leração da célula i, respectivamente. Assumindo que as forças entram em equiĺıbrio ra-
pidamente e desprezando os efeitos da inércia, temos que

∑
F = 0. Como em [3], des-

consideramos o processo migratório das células (Floc = 0), assumimos Fi
drag = −νvi e

Fi
cma = −ccmaIE,iEvi, onde ν representa a viscosidade do fluido intersticial, E é a den-

sidade da matriz extracelular, IE,i representa a distribuição dos ligantes da célula i na
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matriz extracelular E, e vi é a velocidade da célula i. Assim, da equação (1) obtemos a
velocidade da célula i:

vi = 1
ν + ccmaIE,iE

N(t)∑
j=1
j 6=i

(Fij
cca + Fij

ccr) + Fi
ct + Fi

rct

 . (2)

As forças Fij
cca, Fij

ccr, Fi
ct e Fi

rct são definidas a partir das funções potenciais ϕ(r;RA, n)
e ψ(r;RN , R,M,m) tais que:

∇ϕ =


(
1− |r|

RA

)n+1 r
|r| , 0 ≤ |r| ≤ RA;

0 caso contrário;
∇ψ =



−
(
c |r|

RN
+M

)
r

|r| , 0 ≤ |r| ≤ RN ;

−
(
1− |r|

R

)m+1 r
|r| , RN ≤ |r| ≤ R;

0 caso contrário,

onde c = [(1−RN/R)m+1 − M ]. Note que estas funções potenciais e suas derivadas
têm suporte compacto (ver [1, 3]). Definindo ccca e cccr como os coeficientes de atração e
repulsão célula-célula; cct e crct, os coeficientes de compressão e resistência à compressão
do tecido, respectivamente, determinamos as forças através das seguintes relações:

Fij
cca = −ccca∇ϕ(xj − xi;Ri

A +Rj
A, ncca); (3)

Fij
ccr = −cccr∇ψ(xj − xi;Ri

N +Rj
N , R

i +Rj ,M, nccr); (4)
Fi

ct = −cctK(V, t)∇ϕ(d(xi)n(xi);Ri
A, nct); (5)

Fi
rct = −crctK(V, t)∇ψ(d(xi)n(xi);Ri

N , Ri,M, nrct), (6)

onde Ri
A é o raio de ação da célula i e K(V, t) é uma função real definida no intervalo [0,1],

que representa o volume do tumor no instante t. As relações (3) e (4) foram definidas em
[3]. Neste trabalho, desenvolvemos as forças Fct e Frct para modelar os efeitos das tensões
sólidas impostas pelo meio e as tensões geradas pelo crescimento do tumor, respectivamente
[4]. Para estudos iniciais, consideramos a função K(V, t) constante e estabelecemos uma
correlação entre o número de células que deixam o domı́nio e à tensão de compressão que
atua no tumor. O número de células que deixam o domı́nio é então usado para regular a
inibição da proliferação, conforme apresentado mais adiante.

2.2 Modelo celular: Estados fenot́ıpicos

Cada célula no modelo pode ser tumoral ou normal, sendo as células normais man-
tidas em homeostase. As células tumorais são diferenciadas pelos estados fenot́ıpicos
(quiescente, proliferativa, apoptótica, hipóxica e necrótica). As transições entre estes es-
tados estão relacionadas ao estado proteômico e genético da célula, e à disponibilidade
de oxigênio no microambiente. Algumas destas transições foram modeladas como eventos
estocásticos, através de variáveis aleatórias com distribuição exponencial, e outras como
eventos determińısticos (ver Figura 1).

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0064 010064-3 © 2017 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0064


4

G1

Auto-destruição

Figura 1: Ilustração das posśıveis transições
entre estados fenot́ıpicos. As transições mo-
deladas como eventos estocásticos e deter-
mińısticos estão indicadas por setas em ver-
melho e em preto, respectivamente.

Q quiescente: são as células que possuem
nutriente suficiente para sobrevivência e
aguardam o momento de se dividir;

P proliferativa: são células que irão sofrer
mitose;

H hipóxica: são células que estão em regiões
do microambiente onde a concentração
de nutrientes encontra-se abaixo do ńıvel
apropriado para divisão;

A apoptótica: são células que irão morrer
devido ao processo natural de morte celu-
lar;

N necrótica: são células que morrem depois
de passar certo tempo em estado de hipo-
xia, e sofrem calcificação.

As transições entre os estados proliferativo e quiescente para o estado de hipoxia são
determińısticas e ocorrem sempre que a concentração de oxigênio, denotada por σ, estiver
abaixo de certo limiar σH . Como o modelo é avascular, células hipóxicas não podem
retornar ao estado quiescente, passando imediatamente para o estado necrótico (βH →∞).
A transição do estado quiescente para o proliferativo é determinada por uma probabilidade
αP , dada por:

αP (S, •, ◦)(t) = ᾱP (•, ◦)
(
σ − σH

1− σH

)(
1− Nout(t)

Nmax
out

)
, (7)

onde ᾱP é a taxa de transição quando σ = 1, Nout(t) é o número acumulado de células que
deixam o domı́nio até o instante t e Nmax

out é o número máximo a partir do qual a taxa de
transição se anula e o crescimento estagna. Este modelo, então, pressupõe a inibição da
proliferação celular em função da redução da disponibilidade de nutriente e do aumento
das tensões sobre o tumor [4]. A transição do estado quiescente para apoptótico se dá
quando a probabilidade αA for satisfeita, onde αA(S, •, ◦)(t) = ᾱA(•, ◦). Os modelos
espećıficos associados a cada uma das transições são descritos a seguir.

Submodelo do ciclo celular: a transição do estado quiescente para o proliferativo
é interpretada como transição entre as fases G0 e S do ciclo celular. Durante um tempo
τ = τP −τG1, ocorrem as fases S, G2 e M do ciclo celular. Em seguida a “célula-mãe” gera
duas “células -filhas” idênticas, com metade da área da célula de origem, o que determina
o ińıcio da fase G1, na qual permanecem por um tempo τG1. Este é o momento de
maturidade, quando ocorre a transição da fase G1 para G0 (ou Q).

Submodelo da apoptose celular: após a transição do estado quiescente para o

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0064 010064-4 © 2017 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0064


5

apoptótico, a célula permanece neste estado durante um tempo τA. No decorrer deste inter-
valo de tempo, a célula vai diminuindo de tamanho, apresentando incrementais decréscimos
da sua área até ser extinta.

Submodelo da necrose celular: após a transição do estado de hipoxia para necrótico,
a célula passa por um processo de retenção de ĺıquido durante um tempo τNL. Durante este
processo, a célula incha progressivamente até finalmente ocorrer o rompimento da mem-
brana plasmática. Após o rompimento da membrana, a área do citoplasma é reduzida
até que a célula se reduz ao tamanho de seu núcleo, iniciando o processo de calcificação.
Neste processo, de duração τC , as células incrementalmente acumulam mais cálcio, con-
forme indicado pela diferenciação na cor da célula apresentada na Figura 2.

2.3 Modelo macroscópico: Transporte de oxigênio

A concentração de oxigênio no microambiente tem influência direta nas transições entre
estados fenot́ıpicos. Aplicando a lei fundamental de balanço de conservação de massa, o
transporte de oxigênio no tecido é modelado através de uma equação de difusão-reação.
Tal transporte é assumido quase estacionário e, sem perda de generalidade, assumimos que
o oxigênio é difundido de maneira homogênea no meio. Definidas condições de contorno
apropriadas, o transporte de oxigênio no meio é modelado por

D(∇2σ)− Λσ = 0, (8)

onde D é o coeficiente de difusão e Λ é a taxa de consumo/decaimento de oxigênio.
Utilizamos o método de diferenças finitas para resolver a equação (8). A taxa de consumo
Λ atua como componente integrador entre os modelos de difusão de oxigênio e o de agentes.
Λ(x, t) é obtida através de um mapeamento que determina o consumo do conjunto das
diferentes células que estão na vizinhança do ponto x em cada tempo t (ver [4]).

3 Simulações computacionais

Para o cenário de evolução de um carcinoma avascular não-espećıfico, consideramos
uma região de um tecido qualquer, composta por células normais e tumorais. Por sim-
plicidade, assumimos que o domı́nio computacional do modelo discreto é circular de raio
250µm. O domı́nio computacional do problema cont́ınuo é quadrangular de lado 500µm,
envolvendo completamente a região do modelo celular. Os parâmetros e condições de con-
torno do tipo Dirichlet utilizados estão especificados na Tabela 1. Destacamos aqui que
utilizamos os mesmos valores de parâmetros utilizados em [3], exceto para a concentração
de oxigênio no contorno (σB) e o número máximo de células que deixam o domı́nio (Nmax

out ).
Estes foram estimados de modo a obter uma evolução do tumor qualitativamente coerente
com a biologia. Para a caracterização visual dos diferentes estados fenot́ıpicos, definimos
a notação apresentada na Figura 2.

Valores diferentes para K (equações (5) e (6)) ajustam as tensões no meio de tal forma
que a quantidade de células que sai do domı́nio retroalimenta o modelo desenvolvido para
a inibição de proliferação, definido em (7). O valor de K = 0, 1 conduziu à um equiĺıbrio
das células no domı́nio, provocando a estagnação do crescimento tumoral (Figura 3).
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Figura 2: Notação utilizada no modelo. Da esquerda para direita: célula normal e células tumorais
classificadas de acordo com seu fenótipo: quiescente (Q), proliferativa (P), apoptótica (A), estágio
inicial da necrose (N ) e três diferentes ńıveis de calcificação da célula necrótica, com o vermelho
indicando calcificação mais intensa.

Tabela 1: Parâmetros utilizados na simulação do carcinoma avascular.
Parâmetros Significado f́ısico Valor

R raio celular 9, 953 µm
RN raio do núcleo celular 5, 295 µm
RA distância máxima de adesão (raio de ação) 1.214R
cccr coeficiente da força repulsiva célula-célula 10, 0ν µm/min
crct coeficiente da força de resistência à compressão do tecido cccr

ccca coeficiente da força adesiva célula-célula 0.488836cccr

cct coeficiente da força de compressão do tecido 10ccca

ncca expoente potencial de adesão célula-célula 1
nccr expoente potencial de repulsão célula-célula 1
nct expoente potencial de adesão célula-BM 1
nrct expoente potencial de repulsão célula-BM 1
M valor máximo de |∇ψ| 1

Nmax
out número máximo de células que deixam o domı́nio 1500
σB concentração de oxigênio no contorno 0, 6
σH limiar de oxigênio para hipoxia 0, 2
α−1

P
taxa de transição caracteŕıstica de Q → P quando σ = 1 115, 27 min

αA taxa de transição caracteŕıstica de Q → A 0, 0012728 h−1

τP tempo do ciclo celular 18 h
τG1 tempo da G1 9 h
τA tempo da apoptose 8, 6 h
τNL tempo da lise celular necrótica 6 h
τC tempo de calcificação celular necrótica 360 h
fNS aumento do volume celular necrótica 1
L escala de comprimento da difusão do oxigênio 100 µm
λ taxa de consumo do oxigênio para células tumorais 0, 1 min−1

λb taxa de consumo do oxigênio para células não-tumorais e ambiente 0, 01λ

4 Conclusões

O modelo h́ıbrido desenvolvido descreve o comportamento e interações entre células
normais e tumorais num meio com disponibilidade limitada de nutrientes. Considera-
mos os efeitos de inibição de crescimento do tumor devido ao acúmulo das tensões de
compressão no interior do tumor à medida que o tumor cresce. Isto foi feito através da
definição de forças de compressão e resistência à compressão do tecido. Estas forças re-
gulam a quantidade de células que saem do domı́nio, as quais reduzem a proliferação do
tumor. Apesar de necessitar de calibração, simulações demonstraram que o modelo conse-
gue representar qualitativamente a dinâmica de tumores em um microambiente qualquer
e a estagnação do crescimento t́ıpica de tumores avasculares. O modelo foi desenvolvido
de forma estruturada, utilizando a linguagem de programação C++, na qual aplicamos o
paradigma OpenMP de programação paralela. Isto o torna bastante versátil, permitindo
a fácil incorporação de novos processos e fenomenologias.
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(a) Condição inicial: células normais
randômicamente dispostas e quatro células tu-
morais no centro, sendo duas proliferativas e duas
quiescentes;
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(b) Simulação em 5, 54 dias.
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(c) Simulação em 8, 33 dias.
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(d) Simulação em 16, 67 dias.

Figura 3: Ilustração do modelo celular (esquerda) e da concentração de oxigênio (direita) para
K = 0, 1.
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