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Resumo. Neste trabalho apresentamos um sistema acoplado, discreto no tempo e no espaco,
descrevendo uma metapopulagao homogénea com dois agrupamentos de sitios que se dife-
renciam pela taxa de migracao. Sao apresentadas as condi¢oes necessarias para a ocorréncia
de uma dinamica parcialmente sincronizada, onde dois diferentes clusters se formam. Com
o proposito de analisar a estabilidade assintética do estado sincrono, obtemos uma expressao
para o calculo do nimero de Lyapunov transversal do atrator parcialmente sincronizado.
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1 Introducao

Nas ultimas décadas houve um crescente interesse no estudo de modelos matematicos
que consideram os aspectos espaciais da populagdo. Segundo [6], isso se deve principal-
mente a fragmentacao da paisagem devido as atividades humanas e as consequéncias que
isso traz para as espécies locais.

Nos modelos metapopulacionais, a populagao é formada por subpopulagoes ou po-
pulacdes locais espacialmente discretas, distribuidas em fragmentos de habitat adequados
a reproducao e sobrevivéncia. Estes fragmentos sao chamados de sitios ou patches e estao
cercados por um ambiente inadequado a dinamica vital da populacao em questao. Os
sitios sao conectados entre si através do movimento migratério.

Uma metapopulacao é chamada de homogénea se todos os seus sitios possuem a mesma
dinamica local, caso contrario a metapopulagao é dita heterogénea.

Uma dinamica sincronizada ocorre quando todos os sitios da populacao, com condigoes
iniciais diferentes, passam a ter o mesmo numero de individuos num determinado instante
de tempo ty, a partir do qual oscilam de maneira idéntica. Quando a sincronizacao é
parcial, verifica-se a formacao de agrupamentos de sitios, também chamados de clusters,
onde em cada cluster os sitios apresentam uma dinamica sincronizada.

A importancia em se estudar o sincronismo, entre outros, é o fato de ele ter relacao
com a extin¢ao das metapopulagoes. No trabalho estudado por [1], é apresentado a ideia
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de que oscilagoes cadticas podem reduzir o grau de sincronismo entre os sitios, reduzindo
também a probabilidade de extincao.

Encontramos na literatura diversos trabalhos com modelos semelhantes ao que serd
apresentado, como por exemplo em [1], [4] e [5]. Aqui, em diferencial, incorporamos ao
modelo duas diferentes taxas de migracoes, com a vantagem de podermos considerar que
ambientes fragmentados sdo, na maioria das vezes heterogéneos, ou seja, com diferentes
qualidades e disponibilidades de recursos, podendo causar diversidade quanto a migracao
da populacao, de acordo com a localizacao do sitio em que se encontra.

2 O Modelo Metapopulacional

Considere uma metapopulagdo homogénea, distribuida em n sitios enumerados por
1,2,...,n. Seja x} € R a populacao do sitio ¢ no tempo ¢. Entao, na auséncia de migracao,
a dinamica local dos sitios é descrita por

{2l =f(z}), i=1,2,..,n, t=1,2,.,, (1)

onde f é uma fungao suave em [0,00). Diversos exemplos para a fungdo f podem sem
encontrados em [3].

Agora, vamos considerar que existe migracao entre os sitios vizinhos. Para isso, deno-
tamos por u, onde p € [0, 1], a probabilidade de um individuo deixar seu sitio de residéncia.
Ja a probabilidade de um individuo partir do sitio j e se estabelecer no sitio 7 é represen-
tada por ¢;;, onde 0 < ¢;; < 1, ¢ =0e > im c; < 1,7 =1,2,..,n. Os elementos ¢;;
formam a matriz de interacao ou conexao, C' = [¢;;], i,j =1,2,...,n.

Dado o exposto acima, juntamente com a dinamica local em (1), podemos escrever a
equacao da evolucao temporal da metapopulagao como

{ P = (= 0f @)+ 3 e lal), =12 @)
p2

O primeiro termo do lado direito de (2) representa os individuos que permanecem
no sitio 4 no tempo t. O segundo termo representa os individuos que partem dos sitios
vizinhos e chegam ao sitio 1.

Vamos agora supor que por algum motivo, como por exemplo condigoes climdaticas e
ambientais, a fracao de migracao u é diferente para dois tipos de agrupamentos de sitios.

Digamos que para os sitios z¢ com indice i = 1,2, ...,k a fracdo de migracao é dada
por u1, e da mesma forma, po é a fragdo de migracao para os sitios com indice em ¢ =
k+1,k+2,..,n, onde k varia de 1 até n — 1. Neste caso, alterando (2) para considerar
141 € 2, obtemos

n

T = (L= p)f(ay) +m 3 cigf(@)) +pe 3 cigf(@), i=1,2,..k,

7=1 j=k+1
zi = (1—p2)f(x)) + m Zlci,jf(a:i) +p2 % 1c,-7jf(a:i), i=k+1,k+2,..,n.
= J=k+

(3)
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Note que em (3), diferente da metapopulacao em (2), a contribuigao dos individuos
migrantes provém de dois grupos de sitios distintos. Podemos representar matricialmente
o sistema (3) por

X1 = [I = (I = C)M]D(Xy), (4)
onde X; € R" e D(X}) é um operador dinamica local, representados respectivamente por
T T
Xy = [afoafaltoap] e DOX) = [Fah) o FEh FET - f )

E ainda, I é a matriz identidade, C' = [¢;;] é a matriz de conexdo e M é a matriz

diagonal M = diag(p1, pi1y ey f1, f2, p42, .., p2), todas de ordem n x n.

k n—k
Considerando que no tempo tg o sistema entrou em sincronia parcial, temos para todo
t> th
{ ajft =ux, para i=1,2,.. k, (5)

=y, para i=k+1,k+2,.,n.
Impondo a trajetéria (5) no sistema (3), obtemos

n

k
Ti4+1 = (1 - Nl)f(wt) + 1 Z ciJf(‘Tt) + 2 Z Ci,jf(%)? = 1727 "'7k7
J=1 j=k+1

k n
Yerr = (L—p2) f(ye) + o1 Y0 cijfxe) Fpo >0 cijf(ye), i=k+1,k+2,..,n.
j=1 j=k+1
(6)

Obviamente, em (6) nao temos a garantia da existéncia da solucao parcialmente sin-
cronizada. No entanto, basta adicionar algumas hipdteses com relacao a matriz C para
obtermos o desejado. Tais hip6teses, também utilizadas em [4], sdo descritas a seguir:

k n
Yocj=a, Y, ci=0, 1=12 ..k,

=1 j=k+1

Jk Jj=k+ (7)
>

=1

n
cj=7 v cj=0, i=k+1k+2,..n,
j=k+1

onde «, B, v e § sao constantes nao-negativas. Note que caso nao fossem assumidas as
condicoes em (7), ndo poderiamos garantir a existéncia da sincronizagao parcial.

Assim, considerando (7) em (6), obtemos a equacao de evolucao temporal da solugao
parcialmente sincronizada

{ Ty = (L= pn) f(xe) + paaf (x) + p2Bf (ye), (8)
Y1 = (1 — p2) f(ye) + pav f(@e) + p2d f (ye)-

3 Analise de Estabilidade do Estado Sincrono

Queremos avaliar se érbitas iniciadas préximas do estado sincrono em (8) serao atraidas
para esse estado, ou seja, estamos interessados na estabilidade assintética da solucao sin-
cronizada. Para isso, precisamos analisar o sistema (3) linearizado em torno da 6rbita
parcialmente sincronizada.

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0070 010070-3 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0070

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

Seja s; € R™ a érbita parcialmente sincronizada da equagao da metapopulagao em (3),

k n—k
St = (xbxtr"v:pt’ybytv"'7yt) (9)

onde x; e y; satisfazem (8).
Calculando a matriz Jacobiana (J) do sistema em (3), também representado por (4) e
aplicando em (9), obtemos
J(st) = [I = (I = C)M]Dx, (10)
k n—k

onde Dy é a matriz diagonal D; = diag(f'(z¢), ..., /() F (W), s [/ (1))

Definicao 3.1. O subespaco de sincronizacdo parcial, denotado por S C R", € definido
pelo conjunto

k n—k
S_{ @ a - abb - bT:abeR }’ (11)
k n—k k n—k
ondevi =11 - 1 00 - 00evpa=[00 --- 0 11 --- 1] formam uma

base para S, ou seja, Bg = {v1,va}.

A ideia agora é mostrar que ambos os subespacos S e S+ sdo J(s;)-invariantes. Com
isso, sendo Bg1 uma base para o subespago S+, temos que B = Bg U Bg. é uma base
para R = S@ S, e nesta nova base B, a matriz Jacobiana .J(s;) assume uma forma mais
simples, ou seja, a forma diagonal em blocos

JBS(St) 0

0= 0 e |

(12)
sendo Jp,(s¢) uma matriz de ordem 2 x 2 e Jp_, (s¢) uma matriz de ordem n —2 x n — 2.

Com o objetivo de obter o exposto no paragrafo anterior, o primeiro passo é mostrar
que o subespago S é J(s;)-invariante. De fato, com algumas contas simples, obtemos que
Cvy = avy + yvg, Dyvy = f'(x1)v1 € Moy = pqoy.

Com isso,
J(sp)vy = [I—({I—C)M]|Dwy = f'(x¢)[vr — p1(vy —gftf)_l/)] es. (13)
es

Seguindo os mesmos passos, obtemos também J(s;)vy € S e portanto S é J(s¢)-
invariante.

Precisamos de algumas restri¢oes adicionais sobre a matriz de conexao para garantir a
C-invariancia de S*. Sao elas:

k n

2:1@)—0/7 %: Czy_'yla J=1,2,.,k,

i= i=k+1

k n (14)
=0, Y =0, j=k+1,k+2,..,n,

=1 i=k+1

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0070 010070-4 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0070

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

)
onde o/, ', 7' e ¢ sao constantes nao-negativas.
Uma escolha para base de ST é o conjunto
BSJ- - {u17u27"'7uk—17w17w27-'-7wn—k—1}7 (15)
onde,
k n—k
wui=[-10 -0 _1_ 0 --070 - - 0T, i=1,2, k1,
-
+1
wi=0 - -0 ~-1 0 -0 1_0 07 i=12..n—k—1
- —~—
k+1 k+1+41

Agora, podemos verificar que o subespaco S+ é C-invariante. Considerando a base
Bg. descrita em (15) e (16), é suficiente mostrar que para todo vetor v € S+, temos que
Cv e S*t. Assim, parai=1,2,...,k—1,

Cu; € SJ' & Cu; = a1;u1 + agug + ... + ag—1 iUk + Ak W1 + .o F A2, Wh k1, (17)

para coeficientes a,,; € R, m =1,2,...,n — 2.
De (17) obtemos,

k—1
— > ami = —ci1+cCLit1
m=1
Ami = —Cm+1,1 + Cmt1,i+1, M= 1,2,..,k—1 (18)
n—2
— > Ami = —Cht1,1 + Chlitl
m=k
Ami = —Cm42,1 + Cmt2i+1, M= kk+1,....n—2.

Rearranjando as somas em (18), fazendo alguns cédlculos e usando as suposigbes em
(14), para todo i = 1, ...,k — 1 verificamos

k k n n
- _ — =~ 19
Cm,1 = Cmit1 = € Cm,1 = Cmyitl =7 - (19)
m=1 m=1 m=k+1 m=k+1

Portando, existem constantes a,,; € R, tais que Cu; € St vi=12...,k—1.
Analogamente, basta seguir os passos anteriores para mostrar que Cw; € S+, V i =
1,2,..,n — k — 1, onde os coeficientes a,,; sao

Umk—1+i = —Cmtlk+1l + Cmtlk+itl, M =1,2,., k—1 (20)
Umk—1+i = —Cmi2k+1+Cmy2ktivt, M=k k+1,..n—2

J4 sabemos que S é C-invariante. Dai, a J-invariancia deriva facilmente, da mesma
forma que para o subespaco S.
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Portanto, dada por Qg a matriz mudanca de base da base canénica do R" para a base
B = BgUBg., temos Jp(s;) = Q5" J(s:)Qp na forma em blocos, como descrito em (12).
Considerando J(s¢) = [I — (I — C')M]Dy, resulta que

Tay(st) = 11 — (I - C)NT] D, (21)
onde
(e B g_[m 0] . p_[f@) o
C_[’Y 5}’M [0 M2} Dt_[ 0 f’(yt)} (22)
E também
Jpg, (st) = [ = (I = C)M]Dy, (23)

onde os coeficientes ¢; da matriz C' sio dados pelos a,,;’s descritos em (18) e (20).
Além disso,

M = dia sy My 42y eny e Dy = diag(f'(x4), ... f'(z0), £ (ye), s J! . 24
g(ﬂlk [, 2 k 12) ¢ G(f @)y s [ (@0), [ (W) oo [1(0e)) (24)
-1 n—k—1 1 n—k—1

Através da decomposicao em blocos da matriz J(s;), podemos calcular a taxa média
de crescimento transversal e paralelo da perturbacao de uma trajetéria parcialmente sin-
cronizada. Tais taxas sao chamadas respectivamente de niimero de Lyapunov tansversal,
representado por

. 1
Ly = Tll_}II;O | JBSJ_ ($7-1) .- JBSJ_ (Sl)JBSJ_ (s0) |7 (25)
e o ntumero de Lyapunov paralelo, que é representado por
. 1
L// = Th_ggo | JBs(s7-1).-IBs(51)IBs (S0) [|7 - (26)

Seja Ag o atrator em S e seja p uma medida de probabilidade F-invariante com suporte
em Ag, onde F' : R" — R"™ é a aplicagdo que descreve a dindmica em (3). O teorema de
Oseledec [2] pode ser usado para garantir a existéncia dos limites acima para todas as
orbitas em Ag, exceto para um conjunto de medida p-nula. Se assumirmos ainda que
p € ergodica, os numeros de Lyapunov L e L, sao p-quase sempre constantes [4]. Os
resultados obtidos até aqui encontram-se resumidos no teorema a seguir.

Teorema 3.1. Seja F' : R™ — R" a aplicacao que descreve a dindmica da metapopulagdo
heterogénea dada em (3) e suponha que a matriz de conectividade C satisfaz (7) e (14).

1. Existe uma base de R", tal que, nesta base, C' admite uma decomposi¢ao em blocos
na forma C = C & C, onde C é a matriz 2 x 2 descrita em (22), e C é a matriz
n—2xn—2 composta pelos coeficientes am;’s, conforme (18) e (20). Na mesma base,
a matriz Jacobiana aplicada na trajetdria parcialmente sincronizada J(s¢) = DF(sy),
também admite uma decomposicao em blocos, na forma J(s1) = Jpg(st) @ Jp,, (st),
onde Jpg(st) e Jp,, (st) sio representadas respectivamente por (21) e (23).
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2. Se As é um atrator em S e p uma medida ergddica F-invariante com suporte em
A, entdao os numeros de Lyapunov transversal e Lyapunov paralelo de uma drbita
em Ag sao p-quase sempre constantes, e sado dados respectivamente por L, como
descrito em (25) e L;; como em (26).

4 Conclusoes

Estabelecemos as condigoes necessarias que garantem a existéncia do estado sincrono
para a metapopulacao homogénea estudada. Desenvolvemos um critério para a andlise da
estabilidade local assintética da solugao parcialmente sincronizada do sistema (3), donde
concluimos que para L | < 1, ocorre estabilidade local do estado sincrono e para L > 1,
ocorre instabilidade local do estado sincrono. E ainda, assegurada a estabilidade trans-
versal L < 1 teremos, em geral, caos sincronizado quando L,, > 1 e periodicidade
sincronizada quando L,, < 1.
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