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Resumo. Este trabalho apresenta os modelos classicos e fracionarios de Gompertz e Ber-
talanffy, suas solugoes analiticas e graficos. Temos como objetivo, através da versao fra-
ciondria, oferecer uma ferramenta mais precisa para os fenomenos modelados por essas
equagoes cldssicas, uma vez que para diferentes valores da ordem da derivada permitem
comportamentos bastante distintos da solucao.
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1 Introducao

Obter uma equacao diferencial que descreve bem a realidade traz grande dificuldade
e quanto mais perto estamos para descrever perfeitamente um problema real, maior é
o numero de varidveis envolvidas e a complexidade das equacoes. Neste caso o Célculo
Fracionério(CF) tem desempenhado um papel de destaque, pois hé resultados importantes
e generalizagoes de modelagem de processos reais usando CF [4].

Com o objetivo de escrever modelos simples que representa o mais proximo possivel
da realidade apresentamos nesse artigo os modelos de Gompertz e Bertalanffy nas suas
versoes classicas e fracionarias.

As aplicagoes desses dois modelos sao imensas, por exemplo, o modelo de Gompertz
descreve crescimento de animais, de tumores cristalino dos olhos humano [3,6,8]. En-
quanto, o modelo de Bertalanffy é utilizado para descrever crescimento de suino para cor-
tes, crescimento de animais e temos que em 70% dos casos de sarcoma em ratos analisados
em [7] é possivel descrever o volume do tumor por esse modelo. O modelo de Bertalanffy
é um dos poucos que tem alguma base na teoria metabdlica e pode ser verificado usando
dados experimentais [5, 7].
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2 Resultados Preliminares

Definigao 2.1. Funcao Gel’fand-Shilov. A funcao Gel’fand-Shilov € definida, para v € R,

como
751/—1
—_— t>0
du(t) =4 Tw) *°'7 (1)
0 set <O0.

Definigao 2.2. Integral de ordem arbitrdria de Riemann-Liouville. Seja f(t) uma fungdo

integravel, utilizamos a generalizacdo do conceito de fatorial pela funcao gama, para definir

a integral de ordem v de f(t), denotada por I” f(t), como
o T)I/—l

i =s0 50 = [T

o) f(r) dr. (2)

2.1 Derivada Fracionaria de Caputo.

Sejam f(t) uma fungao diferencidvel, m € N e o & N tais que m — 1 < Re(a) < m. A
derivada de ordem « no sentido de Caputo é definida como sendo a integral fracionéria de
uma derivada de ordem inteira, de forma que a lei dos expoentes faca sentido, isto é*

DEf(t) = I D" f(t) = m—a * D™ f(1). (3)

2.1.1 Transformada de Laplace
A partir da equacao (3) e do teorema da convolugao de Laplace, temos que

LD f(t)] = Llpm—a * D" f(t)] = L[Pm—a(®)] L[D™ f(t)] = s*"™ LD f(1)].  (4)

2.2 Funcao de Mittag-LefHler

Definimos as funcoes de Mittag-Lefller, com um e dois parametros, respectivamente,
como

00 00
n n
z

z
E = _ E = e €cC eR , Ri > 0.
D= fary ¢ Pl =Ly #€C eRela) Re(d
(5)
Claramente, para o = 1 recuperamos a fungao exponencial, isto é, E1(z) = e e E, 1(2) =
E,(2).

2.2.1 Transformada de Laplace

O par de transformadas de Laplace da funcao de Mittag-Leffler com dois parametros

é dada por:
s@=B @B
£ tﬁ_lEa,B(ato‘)] = e gt [7

s* —a s* —aq

] =971 B, s(at®). (6)

“Segue, como consequéncia da definicio, que D*t? = t°~°I'(8 + 1)/T'(8 — o + 1), que recupera o
resultado cldssico quando a« =n e f =m, com n,m € N.
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na qual |a/s®| < 1. Para recuperar a transformada de Laplace da func¢ao de Mittag-Leffler
classica basta tomar 5 = 1 nas equagoes anteriores [2].

3 Modelo de Gompertz

Com o intuito de descrever a taxa de mortalidade de seres humanos, o matematico
Benjamin Gompertz, em 1825, desenvolveu uma equacao diferencial ordindria nao-linear
denominada Equagao de Gompertz [6]. Este modelo apresenta a caracteristica de que a
taxa de crescimento é grande no inicio do processo, mudando rapidamente para um cresci-
mento mais lento. Sendo assim é um modelo bastante adequado para traduzir crescimentos
celulares (plantas, bactérias, tumores, etc) e de animais.

3.1 Modelo Classico de Gompertz

O modelo de Gompertz, pode ser introduzido através do seguinte problema de valor
inicial (PVI) [1]

dN i
N(O) = Ny,

na qual r é a taxa de crescimento relativo quando N é pequeno, k é o valor limite finito
(saturacao) de uma populagao e N(t) denota a populagao em fungao do tempo. Ao fazer

a mudangca de varidvel S(t) = In(k) — In(N) = % = —N% no PVI (7), temos:
a5 = —rS(t)
@ . 5)
S(0) = in (%)

Aplicando equagoes separaveis nessa EDO obtemos S(t) = In <nﬁo) e~ e retornando

a variavel N a solugao é dada por:
_ K Ye—r
N(t) = ke m(5)e (9)

3.2 Modelo fracionario de Gompertz

Transformaremos a equacao (8) em uma equagao fraciondria substituindo a derivada
pela derivada fracionaria de Caputo, isto é,

daS « —

S(0) = In (%) 1o
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Aplicando-se a Transformada de Laplace e sua inversa na equacao (10) temos:

52715(0)

s +r

SYL(S) — s*718(0) = —rL(S) <= L(S) = (11)

ou seja, S(t) = S(0)E,(—rt®), refazendo a mudanga de varidvel S(t) = In(k) — In(N)
segue que
k e
N(#) = ke (35 Balort®), (12)
Para a = 1 temos o modelo cléssico.

N(t)

Figura 1: Gréficos do modelo fracionario de Gompertz para diferentes valores da ordem «

4 Modelo de Bertalanffy

Esta equacao foi originalmente derivada por Bertalanffy (1960) para descrever cresci-
mento animal [7].

4.1 Modelo classico de Bertalanffy

O modelo de Bertalanffy discutido em [7] é dado por:

2
— =nV3 —mV, 13
7 (13)
onde V' pode representar o volume do tumor ou a massa do animal e n, m sao constantes

de proporcionalidade.

av
Rescrevendo a equagao como o & (n — mV%> e fazendo a mudanca de varidvel

A:V% temos:
%_n—mA
a3

Ao resolver essa equacao e voltar a varidavel V', a solucao é dada por:

(14)
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onde k é uma constante. Ou equivalentemente [7] por V = b3 (1 — by exp(—bst))>.

4.2 Modelo fracionario de Bertalanffy

Transformaremos a equagao (14) em uma equagao fracionéria substituindo a derivada
pela derivada fracionaria de Caputo, isto é,

d*A n—mA
- . 1
dt™ 3 (16)
Aplicando-se a Transformada de Laplace na equagao (16) temos:
() -0 = £ (2) £ (22) & ) =2 A0 an
S T\3 3 S35+ 2 s

—1

o | m
5% 4 3

Tomando 3 = a+1 em (6) segue que £+ { } =1Ly a+1 (—%to‘) e Eqa+1 (—%to‘) =

1 m
T e 1B ()]
Utilizando esses resultados e aplicando a Transformada de Laplace inversa

A= % + (4() - %) Ea <—%t°‘) , (18)
e ao retornar a variavel V temos:
=2 (vt 2) s (2] o

Figura 2: Gréficos do modelo fraciondrio de Bertalanffy para diferentes valores da ordem «.
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5 Conclusoes

Como é possivel observar nos graficos dos dois modelos apresentados neste trabalho,
para diferentes valores de o (ordem da derivada) temos um comportamento diferente, isto
é, o mesmo modelo pode representar problemas reais diferentes sem precisar acrescentar
variaveis e parametros.

Esperamos que esse trabalho possa colaborar na modelagem de problemas reais, prin-
cipalmente o modelo fracionario de Bertalanffy em alguns tipos de cancer, afinal muitas
células tumorais demoram mais tempo para atingir seu tamanho maximo. E como traba-
lho futuro estudaremos o ajuste do modelo fracionario aplicado ao crescimento de tumor
e ganho de peso animal tentando refinar os modelos com os dados reais e comparar ao
modelo classico.
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