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Abstract [ In this paper we study the dynamics of the standard map, in the conservative, dissipative and dissipative relativist-
ic regimes, through a numerical approach. For the three cases above, were built their phase spaces, for through them, we can ob-
serve the existence and organization of periodic and chaotic domains. We also investigate the influence of the term in the relativ-
istic dynamics of relativistic dissipative standard map and perform an analysis of how dissipation changes the structure of the

phase space and quasi-periodic orbits.
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Resumo [ Neste trabalho apresentamos os resultados obtidos da investigagdo da dindmica do mapa padrao nas formas, conser-
vativa, dissipativa e dissipativa relativistica, através de uma abordagem numérica. Para os trés casos supracitados, foram cons-
truidos e inspecionados os respectivos espagos de fases, pelos quais podemos constatar a coexisténcia de dominios caoticos e pe-
riddicos. Caracterizamos e discutimos ainda a influéncia dos parametros responsaveis pelo amortecimento ou dissipagdo e por
uma componente relativistica na dindmica de uma particula submetida a pulsos periodicos.

Palavras-chave O espaco de fases, dindmica cadtica, mapa padréo.

1 Introducao

Desde os trabalhos pioneiros de Chirikov, (1969) e
Chirikov, (1979), quando propds o mapa padrdo, que
descreve a dinamica do rotor pulsado (ou quicado),
varios trabalhos tém sido feitos na teoria dos sistemas
Hamiltonianos. As principais vantagens em se estu-
dar o mapa padrdo, estdo na riqueza de informacdes a
respeito da dindmica apresentada em seu espaco de
fases, que podem ser estendidas a outros modelos.
Tal motivo faz com que o mapa padrdo de Chirikov
seja um dos modelos mais estudados da literatura re-
lacionada: pois ele pode ser aplicado em diferentes
campos de Fisica, conforme pode ser constatado nas
referéncias (Ciubotariu et al., 2002; Martins e Gallas,
2008; Oliveira et al., 2011 ¢ Oliveira et al., 2012,
Lan e Yapp, 2008), entre outras. Em outras palavras,
este mapa pode ser usado para modelar o comporta-
mento de varios sistemas fisicos, como por exemplo:
o rotor pulsado, o péndulo forgado sem atrito, uma
particula em um campo eletromagnético e confina-
mento de plasma em tokamaks. Podemos ressaltar
ainda que um fator comum em todos os problemas
supracitados refere-se a importancia da compreensao
das principais propriedades inerentes a dindmica dos
mesmos.

Conforme citado no paragrafo anterior o mapa
padrdo pode ser obtido através do rotor pulsado,
composto por uma haste de comprimento L e momen-
to de inércia /, fixada em uma das extremidades por
um pino sem atrito, em torno do qual ela rotaciona e
cujo movimento pode ser descrito em termos do mo-
mento e da posi¢do angulares. O rotor pulsado vem
sendo estudado por mais de 40 anos, devido essen-
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cialmente a possibilidade que existe em se estudar
propriedades fundamentais referentes a dindmica de
sistemas, cuja energia é uma quantidade conservada
ou ndo. A dinamica deste tipo de sistemas ainda nao
estd totalmente compreendida, e assim, almeja-se en-
tender (e reconhecer) padrdes ou estruturas em seu
espago de fases.

Neste trabalho temos como principais objetivos
estudar a dindmica do mapa padrdo, em trés formas
diferentes: (i) conservativa (quando a energia meca-
nica do sistema ¢ uma quantidade conservada); (i7)
dissipativa (quando energia mecanica for dissipada
no tempo) e (iif) o mapa padrio relativistico quando
adicionada uma certa quantidade de dissipagdo. Para
tanto, analisaremos os espagos de fases, de forma sis-
tematica, a medida que aumentarmos o valor do para-
metro que controla a dissipagdo em cada sistema.
Neste cenario, esperamos que a dissipagdo altere
bruscamente a dindmica do regime em questdo, espe-
cialmente com o surgimento de atratores no espago
de fases, conforme observado previamente por Mar-
tins e Gallas (2008) e suas referéncias.

Este artigo esta organizado da seguinte maneira:
na Se¢do 2 apresentaremos uma breve deducdo do
mapa padrio conservativo a partir do rotor pulsado e
apresentaremos alguns espacos de fases para este
caso, bem como a sua descri¢do. Na Sec¢do 3 introdu-
ziremos o mapa padrdo dissipativo e alguns resulta-
dos numéricos para este caso para diferentes valores
do parametro de dissipag@o. Por outro lado na Segéo
4, apresentaremos o mapa padrdo dissipativo relati-
vistico e os resultados numéricos referentes a investi-
gacdo deste caso. Finalmente, na Secdo 5 serdo apre-
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sentadas as conclusdes em seguida as referéncias bi-
bliograficas.

2 Mapa Padrio Conservativo

Nesta se¢do temos como objetivo apresentar uma
breve dedugdo do mapa padrio a partir do rotor pul-
sado. O rotor pulsado é essencialmente composto por
uma barra rigida de comprimento L e momento de
inércia 7, sendo uma das extremidades fixada por um
pino sem atrito. Essa barra rotaciona em torno do
pino, sem a influéncia da gravidade, com frequéncia
constante a0 mesmo tempo em que recebe pulsos (ou
quique) periddicos de intensidade K/L e periodo T,
conforme mostrado na Fig. 1.

F

Figura 1: Representacdo esquematica do Rotor Pulsado.

A funcdo Hamiltoniana que descreve a dindmica
do rotor pulsado ¢ a seguinte:

H(p,x,t):é—i—Kcos(x)i&(t—m), (1)

sendo que p e x representam o0 momento € a posi¢ao
angulares e J(t-nt) € a fungdo delta de Dirac. Assim,
para t=nr, teremos J(¢-nt)=1 e o sistema encontra-se
sob a influéncia da presenga de uma forga externa
(pulso periddico), porém se t#nt, teremos o(t-nt)=0 e
a forca externa sobre o sistema sera nula. O primeiro
termo da funcdo Hamiltoniana representa a energia
cinética e o segundo energia potencial do rotor pulsa-
do. As equagdes de movimento deste sistema sdo da-
das pelas seguintes equagdes candnicas (Lemos,
2007) :

dx_ - _0H
E_x_ap’ @)
dp_ _—0H
dr T ox 3)

assim teremos:

ax_p
dt I’ )

%:Ksen(x)i o(t—nr). %)

n=0

Para chegarmos ao mapa padrdo, algumas consi-
deracdes e mudancgas de variaveis foram feitas, de
acordo com Woellner, (2006), sendo que a partir da-
qui chamaremos de y a variavel relacionada ao mo-
mento angular p das equa¢des de movimento acima
(4) e (5). Deste modo, pode-se obter entdo o seguinte
mapa (Lichtenberg e Lieberman, 1992):

K
y)z+Q=y,7+gS€n(97txn) (mOd 1)’ (6)
X0 =%, Y10 (mod 1), 7)

sendo x e y a coordenada espacial € 0 momento cano-
nicamente conjugado, respectivamente, n a variavel
temporal discreta e K o pardmetro de ndo-linearidade,
responsavel pelo nascimento da dindmica cadtica
(Manchein e Beims, 2013).

Iniciamos o estudo numérico da dinidmica do
mapa padrao, apresentando na Fig. 2, o seu espago de
fases para K=2,5; construido com 100 condi¢des ini-
ciais (CIs), escolhidas aleatoriamente, no dominio
(x,»)=[0,0;1,01X[-0,5;0,5] e iteradas at¢ n=1000. As
CIs foram escolhidas de forma arbitraria, com o obje-
tivo de respondermos a seguinte pergunta: como se
organizam os dominios de dindmica regular imersos
no mar cadtico para um valor de K tipico? Pode-se
encontrar informagdes detalhadas a respeito da influ-
éncia do parametro K e dos regimes regulares e caoti-
cos apresentados pelo mapa padrdo em Manchein e
Beims (2013). Em tal referéncia, mostramos como
ocorre o nascimento da dindmica cadtica, no mapa
padréo, através de diagramas de bifurcag¢des construi-
dos utilizando-se os expoentes de Lyapunov a tempo-
finito. Voltando a discussdo da Fig. 2, ela poderia ser
gerada para outros valores de tempo, porém a unica
diferenca serd o aumento no numero de pontos no es-
paco de fases. Além disso, podemos visualizar a exis-
téncia de dominios, cuja dinamica é regular, chama-
dos de ilhas de regularidade (onde ndo ha movimen-
to cadtico (Manchein e Beims, 2013), imersos no mar
de caos (representados pelos pontos vermelhos). Em
outras palavras, podemos observar uma regido de
caos (hachuras pontilhadas) e em torno do ponto fixo
periddico em (x,)=(0,5,0,0), chamado de ressondn-
cia (Lichtenberg e Lieberman, 1992). Em torno deste
ponto existe uma consideravel regido de estabilidade
formando a ilha primaria cercada por outras quatro
ilhas menores. Se iterarmos o mapa padrio por um
intervalo de tempo maior, aumentando o numero de
pontos vermelhos no espago de fases, podemos reali-
zar ampliagdes das ilhas menores e perceber que
existem varias outras ilhas cada vez menores em tor-
no da ilha ampliada. Este padrdo se repete indefinida-
mente, constituindo a caracteristica autossimilar ou
tipo-fractal, inerente aos sistemas deste tipo. As ilhas
de regularidade sdo delimitadas por linhas, denomi-
nadas Orbitas quase-periddicas, em que a cada iterada
o estado do sistema pode ser representado por um
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ponto muito proximo ao anterior, formando uma li-
nha aparentemente continua. Analisando o interior
das ilhas formadas no espaco de fases, podemos notar
que existem varias Orbitas quase-periddicas: cada
uma delas gerada a partir de um par de Cls de (x,).
Se usassemos um conjunto maior de condigdes ini-
ciais, o nimero de orbitas quase-periodicas seria ain-
da maior, e eventualmente, preencheria quase-com-
pletamente o interior da ilha principal. Em outras pa-
lavras, as regides brancas localizadas préoximo ao
centro da ilha e ao redor dela, representam pontos em
que nenhuma condi¢ao inicial fora escolhida.

0,5

Figura 2: Espago de fases do mapa padrao, para K=2,5.

Por outro lado, o papel da amplitude do forca-
mento, representado pelo pardmetro K, refere-se a al-
terar o tamanho ¢ quantidade de dominios de dinami-
ca regular e cadtica. Este parametro pode ser alterado
desde zero até valores muito grandes. No limite de
K—0 o espaco de fases do mapa padrao € repleto de
orbitas quase-periodicas, ou seja, o sistema ndo apre-
senta regimes caoticos no espaco de fases (Manchein
e Beims, 2013).

Neste caso, para verificarmos a influéncia do
parametro de nao-linearidade na dindmica do mapa
padrdo conservativo foram construidas trés imagens
(Fig. 3) para trés valores diferentes de K. Podemos
observar na Fig. 3(a), onde consideramos um forga-
mento relativamente pequeno (K=0,5), a existéncia
de trajetorias quase-periddicas e a inexisténcia de do-
minios caoticos. Aumentando a amplitude da forga
externa, para K=4, na Fig. 3(b), vé-se a presenca do-
minante de caos e uma ilha de regularidade composta
por trajetorias quase-periodicas, localizada no centro
do espago de fases. Na Fig. 3(c), para K=5, existe
uma ilha que foi “quebrada” em duas ilhas menores,
aumentando o tamanho da regido cadtica. Portanto,
conclui-se que, nestes trés casos quanto maior for o
valor de K “mais cadtico” é o sistema. E importante
ressaltar que, eventualmente pode-se escolher valores
de K, em que o padrdo detectado para estes trés casos
ndo exista.
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0,0 X 1,0
Figura 3: Espago de fases do mapa padrio, para (a) K=0,5; (b)
K=4 e (c) K=5. Estas imagens foram geradas com 100 condi¢des
iniciais escolhidas aleatoriamente e iteradas 1000 vezes cada.

3 Mapa Padrio Dissipativo

Geralmente em sistemas Fisicos, existe pelo me-
nos uma pequena quantidade de amortecimento ou
dissipagdo. Por este motivo, faz-se interessante consi-
derar termos dissipativos em modelos — até entdo
conservativos — utilizados para descrever problemas
fisicos mais realisticos. Para estudarmos a influéncia
da dissipacdo na dindmica do mapa padrdo, conside-
raremos a versdo deste sistema estudado por Wenzel
et al., (1991). Neste trabalho, os autores apresentam
resultados referentes ao mapa padrdo dissipativo,
para o regime cadtico e ndo-cadtico, utilizando uma
técnica numérica que permitiu-lhes encontrar orbitas
periodicas estaveis e instaveis.
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Neste contexto, o rotor pulsado submetido a
uma pequena quantidade de amortecimento B pode
ser descrito pelo seguinte mapa:

Vo= Byt sen(om,)  MED )
X1 =xn+yn+l (mOd 1)3 (9)

em que x,y e K, tém o mesmo significado fisico des-
crito nas Eqs. (6) e (7) e B representa a dissipagdo
que foi introduzida no sistema. Para B=1, a energia
do sistema ¢ conservada e para B=0, o sistema estara
no limite super-dissipativo. O espago de fases do
mapa padrdo dissipativo pode ser analisado na Fig. 4,
mantendo fixo K=2,5. Quando a dissipacdo for consi-
derada, ela destrdi as orbitas quase-periddicas, fazen-
do aparecer atratores no espacgo de fases. A Fig. 4(a)
representa o sistema no limite conservativo, ou seja,
sem dissipagdo (compare com a Fig. 2). Nas imagens
sequenciais aumentamos gradativamente a dissipag@o
de B=0,99999 na Fig. 4(b) até B=0,1 na Fig. 4(f). Na
Fig. 4(b) observa-se que as oOrbitas quase-periddicas
estdo mais espessas devido ao incremento do parame-
tro B com relagdo a Fig. 4(a). Nas Figs. 4(c-f), pode-
mos constatar a quebra total das orbitas e a formagao
de atratores, ocorrendo uma brusca mudanca estrutu-
ral do espago de fases. Portanto concluimos que, a
medida que a dissipagdo aumenta, as Orbitas quase-
periodicas sdo quebradas ocasionando o aparecimen-

to de atratores no espago de fases.
0,5

+ 05
a)

-0,5 -0,5
0,0 x 1,0 0,0 x 1,0

Figura 4: Espago de fases do mapa padrdo: (a) conservativo para
B=1; e dissipativo para (b) B=0,99999; (c) B=0,999; (d) B=0,9
(e) B=0,5; (f) B=0,1. Todas as figuras foram geradas para K=2,5
e 100 condigdes iniciais escolhidas aleatoriamente e iteradas 1000
vezes cada.

4 Mapa Padrao Dissipativo Relativistico

Nesta secdo, analisaremos o comportamento de
uma particula relativistica, na presenga de uma pe-
quena quantidade de dissipagdo. Tal particula ¢ deno-
minada relativistica, pois pode apresentar velocida-
des comparaveis a velocidade da luz no vacuo. O sis-
tema conhecido por mapa padrdo relativistico
(MPR), pode ser obtido a partir de uma fun¢do Ha-
miltoniana, que descreve a dindmica de um uma par-
ticula relativistica num pacote de onda, conforme
proposto inicialmente por Chernikov ef al. (1989).

Consideramos entdo o problema de uma particu-
la em um pacote de onda sob a acdo de um campo
eléctrico. Neste problema podem existir casos em
que o movimento da particula ¢ tal que as equagdes
de Newton possam ser aplicadas, para velocidades
baixas da particula, ou ainda o caso em que a acelera-
¢do das particulas ¢ suficientemente grande, tal que
as equagdes de Newton ndo possam mais ser aplica-
das e as equagdes relativisticas devam ser levadas em
conta. O mapa padrdo relativistico pode ser definido
considerando-se uma particula em um pacote de on-
das, em que o campo elétrico E(x,t) ¢ descrito pela
seguinte equagao:

E(x,t)= i E sen(k x—w,t), (10)

sendo E, a amplitude do niimero de componentes de
Fourier da onda de campo eléctrico, k, o numero de
onda, w, a frequéncia angular e n o indice de cada
onda. Supondo que o pacote de ondas tem um espec-
tro largo de tal forma que se possa dizer que E,=FE),
k.=ko € w,=nw, conforme feito por Oliveira et al.,
(2012), teremos:

©

E(x,t)=E sen(k,x) Y. cos(nwt), (11)

substituindo a decomposicao do periodo de Fourier
pela fungdo delta de Dirac chegaremos a seguinte ex-
pressao:

E(x,t)=E tsen(k,x) i 6(t—mnt), (12)

n=—ow
sendo 1=2m/®. Assim a Hamiltoniana que descreve o
movimento de um elétron com massa de repouso m, €
carga e, em um campo elétrico é:

(13)
H(p,x,t) =\pict+myct- ef—orcoikox) zw 5[t- nr]
0 n=- o

sendo que ¢ representa a velocidade da luz, p=mov/I-
(v/c)’]""” e x representam o momento € a posi¢do an-
gulares relativisticos, respectivamente, e J(t-nz) é a
fungdo delta de Dirac. O primeiro termo da Hamilto-
niana representa a energia cinética e o segundo termo
a energia potencial do sistema. As equagdes de movi-
mento do sistema obtidas a partir da fungcdo Hamilto-
niana, sdo dadas por:
N

= , 14
/p262+m(2)c4 (14)
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p=—eEtsen(kx) > 6(t—nr), (15)
n=—

considerando, x=kox e introduzindo a variavel auxi-
liar f=w/Kc, y=kop/mow. O efeito de amortecimento
ou dissipacdo pode ser considerado introduzindo-se
um termo fenomenoldgico no mapa padrio relativis-
tico, conforme artigo de Ciubotariu et al., (2002).
Deste modo, chegamos a expressdo do mapa padrao
dissipativo relativistico (MPDR) descrito pelas se-
guintes equagdes (Oliveira ef al., 2011 e Oliveira et
al.,2012):

you=By,—aosin2ax,) 4D )

xn+|=xn+yn+](l+ﬂ2yfx+l)_l/2 (mod 1), (17)

O MPDR dado pelas Eqgs. (16) e (17), possui trés
pardmetros que controlam: a amplitude K dos pulsos
recebidos pela particula em intervalos discretos de
tempo, a dissipagdo B ¢ o comportamento relativisti-
co f. Para estudarmos a influéncia da componente re-
lativistica no sistema foram construidos espagos de
fases para valores diferentes de f. Quando sistemas,
cuja dindmica da particula seja modelada pelo
MPDR apresentarem baixas velocidades, o que im-
plica que o valor do parametro S deva ser pequeno,
ndo ocorrem grandes mudangas com relagdo a Fig.
4(a) discutida anteriormente (compare a Fig. 4(a)
com a Fig. 5(a)). Em outras palavras, existem apenas
pequenas ilhas no entorno das quatro ilhas menores.
Porém aumentando o valor de f, observa-se uma di-
minui¢do gradativa da regido cadtica e o surgimento
de varios dominios onde a dindmica apresenta-se
aparentemente regular, conforme pode ser visualiza-
do nas Figs. 5(b-e) (outras investigacdes devem ser
feitas nesta dire¢do). A Fig. 5(f) ilustra o mapa pa-
drdo relativistico para =1, ou seja, ocorre o caso de
ressonancia, com K=2,5 (forca externa com amplitu-
de relativamente pequena) e B=1 (auséncia de dissi-
pacdo).

Para analisar a influéncia da introducdo de dissi-
pacdo no MPDR, diminuimos gradativamente o valor
do pardmetro B, indo em dire¢do ao limite super-
amortecido. Partindo da imagem 5(d) reproduzida
anteriormente, construimos uma sequéncia de ima-
gens apresentadas a seguir. Assim como no mapa pa-
drdo, a componente relativa ao amortecimento no
MPDR, também ocasiona o aparecimento de atrato-
res.

Na Fig. 6(a) fixamos p=0,6 ,K=2,5 , ¢ B=
0,999999 (dissipacdo pequena), onde ndo percebe-
mos mudancas significativas, porém aumentando a
dissipagdo sobre o sistema, Fig. 6(b) em diante, ob-
servamos o aparecimento de efeitos semelhantes aos
detectados no mapa padrdo dissipativo. Em outras
palavras, nas figuras sequenciais, 6(c-f), vemos clara-
mente a formagdo de atratores. Assim como no caso
do mapa padrio dissipativo, para o caso dissipativo
relativistico, também temos a quebra das oOrbitas
quase-periddicas, ocasionando o aparecimento de
atratores no espacgo de fases, conforme a dissipagdo
fica mais intensa.

0.5

LAY

0,5 x 0,5 -0.5 0,5

Figura 5: Espaco de fases do mapa padrio dissipativo relativisti-
co: para (a) =0,1; (b) =0,2; (c¢) =0,4; (d) p=0,6, (e) f=0,8; (f)
p=1. Todas as figuras foram geradas para B =1, K=2,5 e 100 con-
digdes iniciais escolhidas aleatoriamente e 1000 iteragdes.

-0,5 -0,5
-0,5 X 05 -0,5 X 0.5

Figura 6: Espaco de fases do mapa padrdo dissipativo relativisti-

co: para (a) B=0,999999; (b) B=0,9999; (c) B=0,99; (d) B=0,9;

(e) B=0,5; (f) B=0,1. Todas as figuras foram geradas para f=0,6;

K=2,5 e 100 condigdes iniciais escolhidas aleatoriamente e /000
iteragdes.
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5 Conclusao

Neste trabalho, estudamos a dindmica do mapa
padrdo, no regime conservativo, dissipativo e ainda
dissipativo relativistico, através de uma abordagem
numérica. Os principais objetivos do mesmo referem-
se a compreensdo e ao entendimento da dindmica do
mapa padrao nos regimes supracitados, e a caracteri-
zagdo da influéncia da variagdo do parametro relati-
vistico na dindmica do mapa padrdo dissipativo rela-
tivistico. Com estes objetivos em mente, analisamos
o comportamento de cada sistema através dos seus
respectivos espacos de fases, a medida que aumenta-
vamos o amortecimento e o parametro relativistico.
Esperavamos como resultados, o surgimento de atra-
tores no espaco de fases conforme aumentassemos a
dissipacdo do sistema. Obtivemos exatamente este re-
sultado: conforme aumentavamos o parametro de dis-
sipacdo percebiamos que a estrutura do espago de
fases sofria grandes mudangas estruturais com o sur-
gimento de varios atratores. Estes por sua vez sur-
giam devido a quebra das trajetdrias quase-periddicas
que delimitam as ilhas de regularidade, do caso onde
a energia ¢ uma quantidade conservada. O niimero de
atratores aumentava conforme nos aproximavamos
do limite conservativo em todos os casos estudados.
Proximo a este limite podem existir milhares de atra-
tores, conforme mostrado para o rotor pulsado no ar-
tigo de Martins e Gallas, (2008). Além disso, o incre-
mento do pardmetro relativistico mostrou-se essen-
cial no aparecimento de dominios de regularidade no
espaco de fases no caso onde a energia ¢ uma quanti-
dade conservada.
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