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Neste trabalho, iremos apresentar o processo de uma modulação em 4D partindo de
uma onda eletromagnética propagante no tempo e relacionando-a com os parâmetros de
Stokes. Em seguida, iremos associar os parâmetros de Stokes com códigos esféricos ótimos,
[1], para então utilizar a fibração de Hopf para realizar a parametrização da constelação de
sinais de uma modulação 4D. Iremos exemplificar este processo apresentando a modulação
8PolSK-8PSK, [3].

Uma onda eletromagnética propagante no sentido positivo de z é caracterizada pelas
suas amplitudes Ex e Ey em cada uma de suas componentes nas direções x̂ e ŷ e pela
diferença de fase φ entre tais componentes. Os parâmetros de Stokes S0, S1, S2, e S3 são
geralmente expressos como um espaço vetorial em R4. No domı́nio óptico, tomamos S0
como a intensidade máxima do sinal e ao considerar S0 = 1, mapeamos todos os pontos da
esfera de Poincaré no espaço S2 variando os parâmetros S1, S2 e S3. De modo a considerar
a maior distância posśıvel entre os pontos, iremos utilizar códigos esféricos ótimos para
escolher os pontos em S2 e então associar suas componentes aos parâmetros de Stokes.
Na Tabela 1 apresentamos esta relação para o caso de 8 pontos (Figura 1 (a)).

A fibração de Hopf é definida como uma decomposição do espaço geométrico em su-
bespaços denominados fibras de Hopf. Visando a aplicação em modulação 4D, a fibração
de Hopf de interesse neste trabalho é (S1 × S2) → S3, que significa que o espaço S3 é
fibrado por grandes ćırculos S1 e um espaço base S2, [2]. Dessa forma, ao considerar
qualquer ponto do espaço base S2 dado pelos parâmetros de Stokes (S1, S2, S3) obtido
a partir de códigos esféricos ótimos, obtém-se um ćırculo respectivo no espaço S3 com
parâmetros (x1, x2, x3, x4) que irão representar as coordenadas do vetor 4D. Este proce-
dimento que representa a transformação dos pontos em S2 de modo a obter os vetores de
quatro dimensões a partir dos ćırculos discretos de Hopf, nos permite realizar a construção
e o rotulamento de constelações de sinais para modulações em 4D.

As modulações em 4D serão apresentadas na seguinte forma: mPolSK− nPSK, onde
m é a quantidade de pontos considerados na esfera S2, n denota a quantidade de valores
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Tabela 1: Amplitudes e Diferença de Fase para M = 8 pontos ótimos.

Pontos (S1, S2, S3) Ex Ey φ

1◦ (0.6078, 0.6078, −0.5111) 0.8966 0.4428 40.06◦

2◦ (−0.6078, 0.6078, −0.5111) 0.4428 0.8966 40.06◦

3◦ (0.6078, −0.6078, −0.5111) 0.8966 0.4428 139.94◦

4◦ (−0.6078, −0.6078, −0.5111) 0.4428 0.8966 139.94◦

5◦ (0.8595, 0, 0.5111) 0.9642 0.2649 −90◦

6◦ (−0.8595, 0, 0.5111) 0.2649 0.9642 −90◦

7◦ (0, 0.8595, 0.5111) 0.7071 0.7071 −30.73◦

8◦ (0, −0.8595, 0.5111) 0.7071 0.7071 −149.27◦

discretos (amostras) dos ćırculos toroidais no S3, PolSK é uma modulação por desvio de
polarização e PSK é uma modulação por mudança de fase. Esta modulação irá gerar uma
constelação de m · n sinais. De forma sintetizada, para construir a modulação 8PolSK-
8PSK, inicialmente aplicamos a fibração de Hopf nos 8 pontos ótimos indicados na Tabela
1 obtendo assim 8 ćırculos toroidais no S3. Após isto, devemos discretizar os ćırculos em
8 amostras angulares (PSK) considerando o arranjo {0, π/4, π/2, 3π/4, π, 5π/4, 3π/2,
7π/4}. Os pontos obtidos a partir da modulação 8PolSK-8PSK formam uma constelação
de sinais com 64 pontos como pode ser visto na Figura 1 (b) e (c).

(a) Código esférico ótimo 8pts (b) Modulação 8PolSK-8PSK (c) Constelação de sinais

Figura 1: Modulação 8PolSK-8PSK utilizando códigos esféricos ótimos.
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