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As equações diferenciais de Painlevé são equações diferenciais não lineares de segunda ordem
que não possuem pontos cŕıticos móveis, isto é, se todas as suas singularidades móveis são polos.
Essa propriedade ficou conhecida como Propriedade de Painlevé. O estudo dessas equações surgiu
no fim do século XIX, quando Painlevé, Fuchs, Picard e Poincaré, ficaram interessados em encontrar
equações diferenciais ordinárias que satisfizessem tal propriedade.

No ińıcio do século XX, Painlevé descobriu que existem 50 equações diferenciais na forma
canônica que satisfaziam tal propriedade. Dessas 50, existem apenas 6 que não podiam ser reduzi-
das a equações lineares cujas soluções já são conhecidas. Essas equações ficaram conhecidas como
equações de Painlevé. A quinta delas é:
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onde α, β, γ e δ são constantes.

As equações discretas de Painlevé apareceram mais recentemente. Elas são equações discretas
não lineares (relações de recorrência) para qual o limite cont́ınuo é uma das equações diferenciais
de Painlevé. Neste trabalho consideramos apenas a segunda equação discreta de Painlevé, dada
por

dPII : xn+1 + xn−1 =
xn(αn+ β) + a

1− x2n
,

onde a, α e β são constantes.

Uma sequência de polinômios {ϕn}n≥0 é ortonormal sobre o ćırculo unitário com respeito a
função peso w em θ ∈ (0, 2π) e z = eiθ, se∫ 2π

0

ϕn(z)ϕm(z)w(θ)dθ = δn,m,

onde δn,m é o delta de Kronecker.

Esses polinômios são denotados por

ϕn(z) = knz
n + · · · , kn > 0.
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Os polinômios ortogonais mônicos são definidos por Φn(z) =
ϕn(z)

kn
. Logo, a sequência de

polinômios ortogonais mônicos {Φn}n≥0, onde Φn é de grau exatamente n, com relação a função
peso w, satisfaz ∫ 2π

0

Φn(z)Φm(z)w(θ)dθ =

{
0, se n 6= m,

k−2n , se n = m.

Os polinômios Φn satisfazem uma propriedade importante conhecida como recorrência de Szegő

zΦn(z) = Φn+1(z) + αnΦ∗n(z),

onde Φ∗n(z) = znΦn(1/z) é o polinômio rećıproco e os coeficientes αn, dados por αn = −Φn+1(0),
com n = 0, 1, 2, . . ., são chamados de coeficientes de Verblunsky. Para mais detalhes sobre os
polinômios ortogonais no ćırculo unitário, ver Simon [1].

Considere a seguinte função peso

w(θ) =
1

2π
etcos(θ), θ ∈ (0, 2π),

onde t ∈ R é um parâmetro. Logo, a recorrência de Szegő associada a função peso w tem o
parâmetro t além da variável z, ou seja, os coeficientes de Verblunsky dependem de t.

Neste trabalho estudamos a relação entre as equações (diferenciais e discretas) de Painlevé e os
polinômios ortogonais no ćırculo unitário com relação a função peso w. Discutimos os resultados
apresentados em [2], como uma equação não linear satisfeita pelos coeficientes de Verblunsky, tal
equação é a segunda equação discreta de Painlevé com xn = αn(t), α = β = −2/t e a = 0, ou seja,

αn+1(t) + αn−1(t) =
−2αn(t)(n+ 1)

t(1− α2
n(t))

.

Além disso, esses coeficientes satisfazem uma equação diferencial, conhecida como equação de
Ablowitz-Ladik. Essa equação é importante para a obtenção de uma relação entre esses polinômios
e as equações diferenciais de Painlevé, isto é, com a quinta equação diferencial de Painlevé, onde
x = −t, α = −β = (n+ 1)2/8, γ = 0 e δ = −2, ou seja,
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