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A epidemiologia fundamenta-se no racioćınio causal, isto é, busca a causa e os fatores que
influenciam na ocorrência do processo saúde-doença, além das taxas ou riscos de doença em uma
população, propondo medidas de prevenção, controle ou erradicação de doenças [2]. Devido a
relevância deste assunto, vários pesquisadores começaram a desenvolver modelos matemáticos para
modelar doenças infecciosas, a fim de contribuir para a compreensão e controle das mesmas [1].

Os modelos matemáticos mais utilizados para descrever o comportamento de doenças infecci-
osas são os do tipo compartimental, onde cada indiv́ıduo de uma população é rotulado, conforme
seu estado de saúde, em relação a uma doença e inclúıdo em um dos compartimentos. Esses com-
partimentos são definidos de acordo com as caracteŕısticas da doença estudada e são disjuntos, ou
seja, a intersecção é um conjunto vazio e a soma dos compartimentos resulta na população total [6].

Para determinar o modelo a ser utilizado para cada tipo de doença, é necessário analisar as
caracteŕısticas da mesma. Por exemplo, o modelo do tipo SI (Suscet́ıvel-Infectado) é utilizado para
doenças em que o indiv́ıduo, uma vez infectado, não pode adquirir imunidade nem obter a cura
da doença, permanecendo infectado até a sua morte, como é o caso da AIDS. Em contrapartida, o
modelo do tipo SIR (Suscet́ıvel-Infectado-Recuperado) é utilizado para doenças em que é posśıvel
que o indiv́ıduo se recupere e fique imune, como a Rubéola, Sarampo, Catapora, entre outras.

Neste trabalho, será formulado um modelo matemático epidemiológico do tipo SIR, que con-
sidera uma taxa de recrutamento em cada um dos compartimentos. Cabe destacar que este tipo
de procedimento não é comum em modelos matemáticos que descrevem a dinâmica de doenças
infecciosas, pois, em geral, esse fluxo ocorre somente no compartimento dos Indiv́ıduos Suscet́ıveis.

O sistema de equações diferenciais do modelo proposto é:

dS

dt
= φ1 + µN − αSI − (θ + µ+ γ1)S,

dI

dt
= φ2 + αSI − (β + µ+ γ2)I,

dR

dt
= φ3 + θS + βI − (µ+ γ3)R.

(1)

O modelo (1) é inspirado na dinâmica de chegada e sáıda de imigrantes em uma determinada
região. Os coeficientes φ′s e γ′s são, respectivamente, as taxas com que os imigrantes de cada
categoria entram e saem da região. Já os demais coeficientes são descritos como sendo: µ, taxa
de natalidade e mortalidade natural; N , população total da região; α, taxa de infecção; θ, taxa de
vacinação e β, taxa de remoção dos infecciosos. Este modelo foi estudado detalhadamente em [5].
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Considerando a região Ω = {(S, I,R) |S ≥ 0, I ≥ 0, R ≥ 0}, de interesse biológico, foram
determinados dois pontos de equiĺıbrio para o modelo (1): o primeiro ponto ocorre na ausência da
doença e é chamado de equiĺıbrio trivial e o segundo, ocorre quando existe a doença e é chamado de
equiĺıbrio endêmico. Os polinômios caracteŕısticos da matriz Jacobiana, aplicada aos respectivos
pontos, foram utilizados para demonstrar a estabilidade local e assintótica dos pontos de equiĺıbrio.

No estudo do modelo proposto, foi obtido o limiar Rg, o qual foi dado pela soma de R0 e Ri,
onde Ri está relacionado ao fato de ser considerada uma taxa de recrutamento no compartimento
dos infectados. Dessa forma, para o caso em que Ri = 0, R0 será o limiar de estudo para a
estabilidade dos pontos de equiĺıbrio.

O limiar tem grande importância no estudo de modelos epidemiológicos, visto que, em seu
sentido matemático, irá determinar a estabilidade local e assintótica dos pontos de equiĺıbrio do
modelo: quando Rg < 1, a solução do modelo, para condições iniciais em um determinado intervalo,
tende ao ponto de equiĺıbrio trivial e quando Rg > 1, a solução do modelo, para condições iniciais
em um determinado intervalo, tende ao ponto de equiĺıbrio endêmico. No sentido biológico, o
limiar irá determinar a existência ou não da doença em uma determinada região, ou seja, quando
Rg < 1 a doença não avança e quando Rg > 1 a doença avança.

A análise de estabilidade dos pontos de equiĺıbrio do modelo foi feita considerando o limiar
Rg para os casos em que Ri = 0 e Ri 6= 0 e foi verificada a partir de dois teoremas: o primeiro,
com o objetivo de analisar o equiĺıbrio trivial e o segundo, para analisar o equiĺıbrio endêmico.
Para as demonstrações desses teoremas, foram utilizados, respectivamente, os seguintes resultados:
Teorema 1 e Critério de Routh-Hurwitz, dispońıveis em [3], e [4], respectivamente. Após isso,
foram realizadas simulações computacionais no software MATLAB com o objetivo de analisar o
limiar Rg próximo de 1 e observar o comportamento do modelo, ou seja, analisar a convergência
para os pontos de equiĺıbrio.

Um dos problemas encontrados, ao considerar Rg = R0 + Ri como limiar, foi em relação a
possibilidade de se obter Rg > 1 para Ri 6= 0, que é quando o ponto de equiĺıbrio endêmico é
localmente e assintoticamente estável, e R0 < 1, que é quando o ponto de equiĺıbrio trivial tem
sua estabilidade local e assintótica, ambos ao mesmo tempo, o que não pode ocorrer. Diante disso,
será necessário realizar um estudo para analisar o que ocorre quando se tem essas duas condições
sendo satisfeitas ao mesmo tempo, o que ficará como um trabalho futuro.
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