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Proposta Alternativa de quadratura de Gauss 3D
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1 Introdução

Certas funções de várias variáveis exigem o uso de quadraturas de Gauss de alta ordem para o
cálculo de suas integrais. O principal objetivo deste trabalho é apresentar uma proposta eficiente
de escolha dos nós de Gauss em domínios tridimencionais (3D).

2 Formulação

Em [1] é apresentado uma proposta de distribuição de nós e pesos de Gauss, de forma tradi-
cional, utilizando mapeamentos entre o cubo e o tetraedro de referência, Re = {(ξ, η, ζ) : −1 ≤
ξ, η, ζ ≤ 1} e Te = {(x, y, z) : 0 ≤ x, y, z, x+y+z ≤ 1}, respectivamente. Neste trabalho, o número
n de nós de Gauss em Te é definido pela equação n = n1n2n3 + r, onde n1 = n2 = n3 = b 3

√
nc e

r = n − bn1n2n3c. Para cada l = 1, 2, 3, obtém-se através da quadratura gaussiana de ordem nl
para o intervalo [−1, 1] nas coordenadas ξ, η, ζ de Re os nós e pesos de Gauss. Em seguida, caso
r = 0, os nós de Gauss (ξi, ηj , ζk) de Re, i = 1, ..., n1, j = 1, ..., n2 e k = 1, ..., n3 são mapeados
para Te. Caso contrário, quando r 6= 0 novos nós de Gauss serão escolhidos em Re e mapeados
para Te. Para distribuir os r novos nós de Gauss de Re em Te, neste trabalho será adotado o
seguinte procedimento: Considere a quantidade de nós n1 definidos no eixo ξ e adiciona-se um a
uma a quantidade

⌈
r
2

⌉
de nós sobre as retas ξ = ξl e −1 ≤ η ≤ 1, para l = 1...,

⌈
r
2

⌉
. Em seguida

adiciona-se um a um os nós de Gauss sobre as retas que passam em (ξt, ηt) com −1 ≤ ζ ≤ 1, para
t = 1...,

⌊
r
2

⌋
. Para evitar a concentração dos nós de Gauss causada pelo mapeamento tradicional,

desenvolveu-se uma proposta alternativa. Considerou-se para cada ξi a área Ai do triângulo Ti,
definido a partir do mapeamento do quadrilátero Qi de Re em Te, Fig. 1 e defina-se o número de
nós de Gauss a serem gerados em Qi e mapeados para Ti por mi =

⌊
n2n3

Ai

A

⌋
, onde A = max(Ai).

Caso seja necessário adiciona-se um a um os r+ (n2n3 −
∑n1

i=1

⌊
n2n3

Ai

A

⌋
) nos planos ηζ associado

a ξi.
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u = (1 + �) / 2
v = (1 + �) / 2
w = (1 + �) / 2 

x = u 
y = v*(1 � u) 
z = w*(1 � u)*(1 � v)
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Figura 1: Sucessivas mudanças de variáveis para o tetraedro de referência.

3 Resultados e Discussão
Para verificar a eficiência da proposta apresentada neste trabalho, optou-se por calcular nu-

méricamente a integral da função f(x, y, z) = (x + 2xy − z3)[exp(20(x ∗ cos 45 + y ∗ sin 45 + z))
e comparar com o resultado analítico. Fig. 2 mostra o efeito do número de nós na precisão do
resultado. Para a proposta alternativa obtém-se resultados satisfatórios a partir de 140 nós e a
partir de 352 para o método tradicional. O que representa um redução de 151% do número de nós.
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Figura 2: Erro relativo no cálculo da integral de f(x, y, z).

4 Conclusão
A proposta apresentada permitiu encontrar nós de Gauss melhores distribuídos em relação ao

método tradicional em Te e melhorar os resultados na aproximação.
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