
Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics
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1 Introdução

A teoria dos Códigos Corretores de Erros surgiu na década de 40 quando foram constrúıdos
códigos na métrica de Hamming. A métrica de Lee foi introduzida em 1957/1958 para transmissão
de sinais sobre Zp, p primo. Depois, em 1970 ela foi generalizada para Zq, q ≥ 2 natural, e foi
enunciada a famosa conjectura de Golomb-Welch, que afirma que não existem códigos perfeitos
na métrica de Lee para qualquer dimensão n ≥ 3 e qualquer raio r ≥ 2 [3]. Esta conjectura
tem sido a principal responsável pelo desenvolvimento do estudo de códigos na métrica de Lee e
embora existam vários resultados parciais relacionados a ela, acredita-se que ainda está longe de
ser demonstrada. Neste trabalho, vamos apresentar alguns resultados obtidos em [2] em 2016 sobre
códigos lineares perfeitos em Zn

q na métrica p-Lee, 1 ≤ p <∞, que é uma generalização da métrica
de Lee.

Através da Construção A é posśıvel demostrar que estudar códigos lineares perfeitos em Zn
q

na métrica p-Lee com raio de empacotamento rp satisfazendo 2rp < q é equivalente a estudar
reticulados em Zn que são códigos perfeitos na métrica `p. Foi mostrado em [2] que trabalhando
em Zn é posśıvel limitar o raio de empacotamento de um código linear perfeito em função do
supremo de todas as densidades de empacotamento de reticulados na dimensão n na métrica `p.
Para p = 2 a métrica `2 é a métrica euclidiana e, neste caso, a densidade de empacotamento máxima
entre reticulados é conhecida para algumas dimensões e, então, é posśıvel encontrar limitantes para
o raio de empacotamento de códigos lineares perfeitos. Em [2] foi implementado um algoritmo no
software Wolfram Mathematica para buscar códigos lineares perfeitos em Zn na métrica `2 para
n = 2 e n = 3.

2 Detalhamento dos conceitos e resultados

Dado q ∈ N, um código linear C ⊆ Zn
q é um subgrupo aditivo de Zn

q . Por sua vez, um reticulado
em Rn é um subgrupo aditivo discreto de Rn. Um reticulado Λ ⊆ Rn também pode ser definido um
conjunto de pontos em Rn escritos como combinação linear com coeficientes inteiros de m vetores
linearmente independentes {v1, . . . , vm} em Rn, isto é, Λ = {

∑m
i=1 aivi; ai ∈ Z}. Um código linear

em Zn é simplesmente um reticulado contido em Zn.
Códigos lineares em Zn

q podem ser “levantados” para reticulados em Zn via a Construção A,
definida como segue. Considere φ : Zn −→ Zn

q tal que φ(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn). Temos que se
C ⊆ Zn

q é um código linear, então φ−1(C) ⊆ Zn é um reticulado.
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Relembramos que a distância `p, 1 ≤ p ≤ ∞, entre dois elementos x, y ∈ Zn é dp(x, y) :=

(
∑n

i=1 |xi − yi|p)
1/p

. Já a métrica p-Lee é definida para dois elementos x, y ∈ Zn
q como dp,Lee(x, y) =

(
∑n

i=1 (dLee(xi, yi))
p
)
1/p

onde dLee(xi, yi) = max{|xi − yi|, q − |xi − yi|} para 0 ≤ xi, yi < q.
Dado um reticulado Λ ⊆ Rn, a densidade de empacotamento de Λ na métrica `p, denotada

por ∆n
p (Λ), é a proporção do espaço coberto por esferas idênticas com o maior raio posśıvel de

forma que a intersecção entre quaisquer duas esferas ou é vazia ou ocorre somente no bordo. Seja
∆n

p = supΛ ∆n
p (Λ), onde Λ ⊆ Rn é reticulado.

Proposition 2.1. [2] O raio de empacotamento rp de um código linear perfeito em Zn na métrica

`p satisfaz rp ≤
n1/p(1+(∆n

p )1/n)

2(1−(∆n
p )1/n)

.

Usando este limitante para o raio de empacotamento e a Proposição 2.2 foram demonstradas
as Proposições 2.3 e 2.4 com aux́ılio de um algoritmo computacional.

Proposition 2.2. [1] Seja P ⊂ Zn, tal que |P| = m. Existe um ladrilhamento de Zn por
transladados P se, e somente se, existem um grupo abeliano G de ordem m e um homomorfismo
φ : Zn → G tal que a restrição de φ a P é uma bijeção.

Proposition 2.3. [2] Não existem códigos lineares perfeitos em Z2 com raio r na métrica `2, a
menos que r = 1,

√
2, 2, ou 2

√
2.

Exemplos de homomorfismos encontrados pelo algoritmo associado à Proposição 2.3 são φ(x, y) =
x+2y ∈ Z5, φ(x, y) = x+3y ∈ Z9, φ(x, y) = x+5y ∈ Z13 e φ(x, y) = x+5y ∈ Z25. Os códigos linea-
res perfeitos associados a estes homomorfismos são seus núcleos, ou seja, os reticulados gerados por
{(1, 2), (0, 5)}, {(3, 2), (0, 3)} , {(1, 5)), (3, 2)} e {(5, 4), (0, 5)}, respectivamente. Os códigos lineares
associados a tais reticulados via Construção A são

〈(
1, 2
)〉
⊂ Z2

5,
〈(

3, 2
)〉
⊂ Z2

9,
〈(

1, 5
)〉
⊂ Z2

13〈(
5, 4
)〉
⊂ Z2

25 e eles são perfeitos na métrica 2-Lee.

Proposition 2.4. [2] Não existem códigos lineares perfeitos em Z3 com raio r na métrica `2, a
menos que r = 1, ou

√
3.

Exemplos de homomorfismos encontrados pelo algoritmo associado à Proposição 2.4 são
φ(x, y, z) = x + 2y + 3z ∈ Z7 e φ(x, y, z) = x + 3y + 9z ∈ Z27. Os códigos lineares per-
feitos associados a estes homomorfismos são seus núcleos, ou seja, os reticulados gerados por
{(1, 0, 2), (0, 1, 4), (0, 0, 7)} e {(3, 8, 0), (0, 3, 2), (0, 0, 3)}, respectivamente.
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