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Uma ilustracao da construcao de constelacoes de Voronoi
para codificacao em reticulados
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Reticulados tém sido muito estudados devido suas aplicagoes para transmissoes de sinais em
especial em subdareas como codificagao continua, transmissoes em canais gaussianos e do tipo
Rayleigh e na recente subdrea chamada criptografia pds quéantica [1]. Em particular, para o canal
aditivo de ruido gaussiano branco (AWGN), sdo consideradas constelagbes finitas que podem ser
obtidas por pares de reticulados A e Ay aninhados, A C Ay C R". Nesse processo, procura-se
reticulados tais que o reticulado “fino” tenha a regiao de Voronoi do “grosso” selecionando seus
pontos de tal modo que se tenha ganho de forma. Neste trabalho de pesquisa em andamento
procuramos entender e ilustrar o processo de selecao dos pontos do reticulado para codificacao.

Dado que um reticulado é um subgrupo discreto aditivo de R™, para um par de reticulados
aninhados A C Ay podemos considerar o grupo quociente Ay/A = {x+ A,z € Ay}. A constelacao
de Voronoi é o cédigo reticulado P dado por lideres de todos os cosets com norma euclidiana
minima. Equivalentemente, sdo todos os elementos de A; que estdao no interior da regiao de
Voronoi de A, V4 (0), mais uma selecdo de pontos de Ay que estdo no bordo de Va(0) de modo a
termos um tunico lider para cada coset [1]. Resumidamente, construir uma constelagao de Voronoi
consiste em duas etapas: construir os diferentes cosets de A em Ay e, em seguida, encontrar para
cada um deles um lider com norma euclidiana minima, que serd um ponto da constelagao de
Voronoi. Quando Ay é obtido por Construcao-A e A C pZ", com p primo, a primeira etapa pode
ser realizada através da seguinte proposigao:

Proposigcao [2]: Seja T' C Z™ um reticulado A = pI’ C pZ™. Sejam T uma matriz geradora
para I' triangular inferior com t; ; > 0 para todo i (sempre € possivel tomando sua Forma Normal
de Hermite, [1]) e S ={0,...,t11 —1} x --- x{0,...,tpn —1}. Se Ay =C+pZ"™ é um reticulado
obtido de um cédigo linear C C Zy entao C + pS = {c+ps,ceCes €S} éum conjunto completo
de lideres de cosets de Ay/A.

A seguir interpretamos esse resultado num exemplo em dimensio 2 e analisamos um ladrilha-
mento envolvido. Consideramos o reticulado I' com matriz geradora T = ( 2y ) Dela, temos o
conjunto & = {0,1} x {0,1}. Escolhendo p = 5, temos o reticulado A = 5I' C 5Z?, representado
pelos pontos “ x ” na Figura 1(a). Para construir Ay, se considerarmos C = ((1, 2)), teremos
Af = C + 577 representado na Figura 1(a) pelos pontos menores.

Pelo Proposicao, C+5S = {(0,0),(1,2),(2,4),(3,1), (4,3),(0,5),(1,7),(2,9), (3,6), (4, 8), (5,0),
(6,2),(7,4),(8,1),(9,3),(5,5),(6,7),(7,9),(8,6),(9,8)} é um conjunto completo de lideres de co-
sets de Ay/A, representado na Figura 1(b) pelos pontos “® ”. Esses pontos nao pertencem a
regiao fundamental de A, mas eles pertencem & uma outra regiao que também ladrilha do plano.

A segunda etapa é feita através de uma operacao de quantizacao associada a regiao de Voronoi:
Qvay(-) + R" — A, com Qy)(r) = arg min_c,|[z — z||. Devido a quantidade infinita de
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(a) O cédigo C e os reticula- (b) Uma regido que contém
dos A e Ay do exemplo. C + 58 que ladrilha o plano.

Figura 1: Os reticulados e o conjunto C 4+ 5S do exemplo.

pontos do reticulado A, essa busca pelo ponto mais préximo é um problema NP-dificil. Assim, é
importante que se tenha um algoritmo de quantizagdo para A eficiente e implementavel para ser
usado na codificagao e decodificagao de informacgoes em grandes dimensoes. Com essa operacao,
se x é representante de um determinado coset de A em Ay, o representante com norma euclidiana
minima é x — Qy(py(x). A Figura 2(a) ilustra essa operagao para o ponto x = (9,8) em especial,
com Qyay(z) = (5,10). Assim, x — Qyp)(z) = (4,—2). A Figura 2(b) ilustra a constelacao de
Voronoi obtida com esse exemplo ao realizar a operagao para todos os pontos do conjunto C + 5S.
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(a) Operagao para = = (9, 8). (b) Constelagao de Voronoi.

Figura 2: Etapa 2 da construcao da constelacao de Voronoi.

Esse exemplo ilustra em dimensao 2 a construgao de constelagoes de Voronoi proposta em [2].
Como colocado em [3], um dos propdsitos de nosso projeto de pesquisa é o uso deste esquema
para estudar reticulados aninhados em diversas dimensoes buscando constelagoes que tenham bons
pardmetros para codificacao de indice ( [1], cap.6) e esquemas criptogréficos.
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