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Um inteiro de Fisenstein é um ntmero complexo da forma a + bw, em que a e b sao nimeros
inteiros e w = (—1 4 4+/3)/2. O nimero complexo w é uma raiz cibica primitiva da unidade, isto
6w +w+1=0,jdquez®—1=(xr—1)(z? +z+1). A outra raiz cibica primitiva da unidade
éw? =—1—w =1w, onde @ é o conjugado de w. O conjunto formado por todos os inteiros de
FEisenstein munido das operagoes usuais de adigao e multiplicacao de nimeros complexos é um anel
comutativo com unidade, o qual é denotado por Zlw]. Em outras palavras, Z[w] consiste de todas
as combinagoes lineares inteiras de 1 e w. Uma representacao dos inteiros de Eisenstein no plano
cartesiano é apresentada na Figura

Figura 1: Inteiros de Fisenstein

Definimos a norma de a+bw como N(a+bw) = (a+bw)(a + bw) = a® —ab+b>. Para quaisquer
z1,%2 € Z[w], tem-se N(z122) = N(z1)N(z2), isto é, a norma é multiplicativa. Os inteiros de
Eisenstein 41, +w e +w? sdo os tinicos elementos em Z[w] que possuem inverso multiplicativo e
sao chamados de unidades de Z[w]. Dados 71,22 € Z[w], dizemos que zz divide z; em Zlw] (e
escrevemos 2q|z1) se, e somente se, z; = 2329 para algum z3 € Z[w]. Se z3 é uma unidade, dizemos
que z1 e 25 sao associados. Um inteiro de Fisenstein z;, com norma maior do que 1, que possui
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apenas os fatores triviais (isto é, fatores com norma igual a 1 ou N(z1)) é chamado primo de
Eisenstein. Por exemplo, 1 4 2w, 5 e —11w sao primos de Fisenstein. Por outro lado, 3 nao é
um primo de Fisenstein, uma vez que 3 = (1 —w)(2 + w), ou seja, 1 —w e 2 + w sdo fatores nao
triviais de 3 em Z[w]. Mais precisamente, seja p um primo positivo, os primos de FEisenstein sao
os inteiros de Eisenstein que sao associados de um dos seguintes elementos: (i) 1 — w; (ii) p, com
p =2 mod 3; (iii) 7 ou 7, onde N(w) =pep=1 mod 3. Todo inteiro de Eisenstein, com norma
maior do que 1, pode ser escrito, a menos da ordem e de elementos associados, de forma tunica
como produto de primos de Eisenstein (Teorema da Fatoragao Unica).

Alguns problemas que envolvem numeros inteiros podem ter suas solugoes abordadas a partir
da perspectiva dos inteiros de FEisenstein. Isto decorre principalmente do fato da norma ser um
nimero inteiro, o que nos permite usar as propriedades dos inteiros de Fisenstein como ferramentas
para estudar tais problemas. Finalizaremos este resumo apresentando duas destas aplicagoes.

Exemplo 1. O nimero de solu¢des da equacdo diofantina x> — xy + y?> = n € divisivel por 6.

Solugdo. Se a equacio z2 — xy +y? = n nio admite solucdo, o resultado é trivial. Suponha, entéo,

que ela admite solu¢ao. Temos que (z,y) é uma solugdo da equagio se, e somente se, o inteiro de
FEisenstein x + yw possui norma igual a n. Ou seja, existe uma correspondéncia biunivoca entre o
conjunto solucao da equagao e o conjunto dos inteiros de Fisenstein de norma igual n. Por outro
lado, o niimero de elementos deste iltimo conjunto é divisivel por 6, pois todo inteiro de Eisenstein
de norma igual a n divide n em Z[w], n possui um numero finito de divisores em Z[w] e cada inteiro
de Fisenstein de norma n possui outros 5 elementos associados de norma n. Portanto o niimero
de solucoes da equacdo diofantina 22 — zy + y? = n é divisivel por 6. O

Exemplo 2. Determine todas as solucées da equacdo diofantina de x? — xy + 3% = 19.

Solugcdo. Devemos determinar todos os inteiros de Fisenstein x + yw de norma igual a 19, uma vez
que N(z+yw) = 22 —2y+y>. Se x+yw tem norma igual a 19, entdo (z+yw)(x + yw) = 19. Como
19 é um primo e 19 =1 mod 3, segue que x+yw e x + yw sido primos de Eisenstein. Em particular,
542w e 5 + 2w sao primos de Eisenstein, pois N(5+2w) = (54 2w)(5 + 2w) = 19. Logo, pelo Te-
orema da Fatoracao Ijnica, os inteiros de Fisenstein x + yw de norma igual a 19 sao exatamente os
associados de 5+ 2w ou 5 + 2w, isto é, 5+ 2w, 3—2w, —5—2w, —24 3w, 2— 3w, —3— 5w, 3+ bw, —3+
2w, 2 4 5w, —2 — 5w, —5 — 3w e 5 4 3w. Portanto as solucdes da equacao diofantina z? — zy + y? =
19 sao (5,2),(3,-2),(—5,-2),(-2,3),(2,-3),(-3,-5),(3,5),(-3,2),(2,5),(-2,-5),(—5,-3) e
(5,3). O

Para elaborar este resumo utilizamos as referéncias [1], [2] e [3].
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